
圖上的數字

圖本來就很優美, 加上了數字, 它更顯得有生命力。

傅恆霖

本文主要是要介紹圖的基本概念, 一些

問題及它們的應用。 為了能夠吸引更多人一

同來欣賞圖論的美, 我們不準備在文中做太

多理論的推演, 而且儘可能減少預備知識, 希

望兩眼看過去, 就能了解; 也許, 可以睜一隻

眼, 閉一隻眼就夠了。

“圖上的數字”並非標準的數學術語, 很

明顯的是在一個圖上添上數字使得它具有更

明確的意義, 進而能夠應用它。 所以, 在本文

中除了介紹圖的基本概念之外, 我們將介紹

一些不同方式的數字擺法; 也就適當的問題

解釋它的應用。 也許, 數學並非一定要馬上有

用才顯得重要, 然而有用總是一件令人興奮

的事。

為了使預備知識減少到最少, 在第一節

我們先介紹圖的基本概念, 名詞儘可能以敘

述方式說明來代替定義; 數學符號也力求避

免, 除非必要, 定理都直接敘述它的性質,

有趣味於證明的讀者, 自然都歡迎自己試試

看, 第二節開始, 我們依次介紹把數字放

在“點”上, 然後第三節在“邊”上, 最後一節點

上邊上都有數字, 雖然, 大部份的內容中數字

只用到自然數, 即 1, 2, 3, . . ., 數字也可以是

負的, 當然也可以是實數。

一、 圖的基本概念

圖是由一些點 (有限或無窮), 及一些

連接兩點的邊所形成的; 這樣的圖稱為一般

圖。 如果我們限制兩點之間只可以連接一個

邊, 則這樣的圖稱為簡單圖。 本文中的圖都是

這類型的圖。 由於我們將在點上放數字, 為了

便於表示, 以及加強點的重要性, 一般的畫法

(圖一 (A)) 將改成特殊的畫法 (圖一 (B))。

圖一(A) 圖一(B)
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圖一的圖都是代表三個點而且點與點之

間任兩點都互相連接的三角形。 一個具有 n

個點而且任兩點都彼此相連的圖稱為有 n 個

點的完全圖, 以 Kn 表示。 圖二 (A),(B) 分

別是 K4 及 K5。

圖二(A) 圖二(B)

並非所有的圖都要是完全圖, 例如圖三

(A),(B); 在圖三 (A) 中, 點依次由左向右連

接過去, 沒有其它邊, 這樣的圖叫做路徑; 如

果令起點與終點相同, 如圖三 (B), 因此分不

出那一點是起點, 我們稱它是圈圖或直接稱

為圈。 五個點的路徑以 P5 表示, 六個點的圈

則表為 C6。

圖三(A) 圖三(B)

一個圖可能會有 n 部份, 如圖四。 如果

圖中的任意兩點都可以找到一條路徑把它們

連接起來, 則此圖具有連通性, 有連通性的圖

稱為連通圖。 所以圖四不為連通圖, 但是每一

部份都是連通圖。 假如我們稱呼圖四為 G, 則

c(G) 代表 G 的部份數, 因此 c(G) = 4。

圖四

因此, 我們了解 G 為連通圖, 若且唯若

c(G) = 1。

在一個圖 G 中, 我們可以用 p 代表

G 中的點數,q 代表 G 中的邊數, 如圖四,

p = 14, q = 13。 如果點太多, 邊太少則

註定這個圖不具有連通性; 最知名的一個性

質是當 q < p − 1 時, 此圖必定不會是連

通圖, 你會證明嗎? 想想, 一個圖有5個點,3

個邊,. . .。 當 q = p − 1 時, G是否一定連通

呢? 顯然未必, 如圖四所示。

令 G 為一個具有 p 個點, q 個邊的圖,

簡稱為一個 (p, q)- 圖。 如果 H 的點來自 G

中的點, 而且 H 的邊也是來自 G 中的邊, 則

我們稱 H 為 G 的子圖。 例如圖五 (A) 可以

看成是圖五 (B) 的一個子圖。 子圖也可以由

點來決定; 如果選定那些點後, 邊選自 G 中

與這些點相關的全部邊, 則這樣

圖五(A) 圖五(B)
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的子圖稱為是 G 的導出子圖。 圖五 (A) 顯

然不是圖五 (B) 中 A,B,C,D 導出的子圖,

因為連接 C 和 D 的邊不見了。 這裡因為 E

點沒有選到, 所以 AE 邊就不會在子圖中出

現。 值得再補充說明的是圖五 (A), 可以看出

是由點 A,B,C,E 所導出的子圖, 你看得出

來嗎? 也許劃的方式不同, 但是結構是相同

的, 這樣的關係稱為同構。 譬如圖六中的兩個

圖是同構。

圖六: K3,3

判斷兩個圖是否同構並不容易, 除了找

出點之間, 邊之間的對應關係之外, 並無特別

的好方法。

結構相同有很多基本的必要結果, 譬如

兩圖的點數相同, 邊數相同, 部份數相同,. . .

等等; 同時, 如果一個圖中有一點和其它的三

個點連接, 則與它同構的圖也必然會有一點

和其它的三個點連接。 因此, 假設 G1 和 G2

同構, 它們的點分別為 A1, A2, A3, . . . , Ap

及 B1, B2, B3, . . . , Bp。 令 di 為 G1 中和

Ai 相連的點數, i = 1, 2, 3, . . . , p; d′

i 為

G2 中和 Bi 相連的點數, i = 1, 2, 3, . . . , p。

則 di = d′

j, 經過仔細安排點之後, 我

們可以得到 di = d′

i, i = 1, 2, . . . , p。

{d1, d2, . . . , dp}及{d′

1, d
′

2, . . . , d
′

p} 分別稱

為是 G1 與 G2 的秩數列, di 也稱為是點

Ai 在 G1 的秩。 以上, 我們可以得到一個結

論, 同構的圖必然具有相同的秩數列,而其逆

敘述不一定真, 你可以舉例說明嗎?

圖論中的圖並沒有劃的規格; 因為同構

的圖性質自然相同, 所以任意劃一個加以討

論即可; 圖劃不好看, 那有什麼關係呢? 你

是否注意到; 圖的邊不一定是直線, 甚至歪七

扭八也無所謂。 圖七中的兩個圖都是三角形,

我們的術語是 K3。

圖七

接下來我們討論一種非常特別的圖。 前

面提到過: 一個具有 p 個點 q 個邊的圖, 在

q 比 p − 1 小的情況下必定不會是連通圖。

那麼要連通所需要的最少邊數是多少呢? 答

案當然是“p− 1”最好。 的確我們可以找到很

多這樣的圖。 首先我們觀察到一個圖若是要

連通又要邊數少, 則圖中的圈一定要避免, 從

下圖可以看出來, 圖中的一邊是可以去掉, 仍

然可以保持連通性。 因此, 我們定義一個“樹

圖”是一個不含任何圈 (子圖) 的連通圖。 為

何稱為樹圖呢? 也許是它長得像樹 (倒著看),

如圖九是兩

圖八
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個例子。

圖九

圖九 (A) 又稱為是二分圖, 圖九 (B) 則

有一個更漂亮的名稱, 星圖。

樹圖是邊數最少的連通圖 (點數固定),

這可以用直覺就看出來; 然而具有 p 個點的

樹圖恰有 p − 1 個邊也許沒那麼容易看。 你

可以先觀察樹圖; 它一定會有一個點 (至少兩

點) 它和具它的點之間只有連一個邊, 也就是

秩為1, 把這點去掉後, 剩下的子圖是 p − 1

個點的樹圖, 邊也少了一邊, 然後同樣的做法,

直到剩下一點, 沒有邊。 希望這樣的解釋能讓

你了解, 它的確有 p− 1 邊, 而上述的方法實

際上就是數學歸納法。

樹圖的應用非常廣, 在第二節中我們再

舉例說明。 另外一種值得特別說明的圖是平

面圖。 樹圖也是一個平面圖。

在前面的例子中, 大部份畫出來的圖,都

可以適當地安排點及邊, 使得畫出來的圖 (平

面上), 除了點之外, 其它地方都不會有交叉

的現象, 這樣的圖就稱為是平面圖。 數學上,

我們也可以把它畫在球面上, 滿足上述規定

的圖就是平面圖。 不過, 有些圖卻始終辦不

到, 例如圖二(B) 及圖六, 你相信嗎? 事實

上, 古拉托夫斯基證明了這件事; 如果一個

圖, 它不是平面圖, 則這個圖中一定會有長像

與上述兩種圖 K5 及 K3,3 相像的子圖。 這

裡所謂相像並不是同構, 例如圖十中的兩圖

就很相像, 雖然點數不一樣多。

圖十

我們可以把它們想像成同構的圖中加上一些

點在邊上, 就可以得到相像的圖。

相像的圖在結構上自然會有很大的不

同, 然而就圖的架構 (數學術語為拓撲結構)

而言卻是一樣的, 譬如相像的圖可以同為平

面圖或反過來都不是平面圖。 研究圖的架構

也是圖論的重要課題, 在本文中由於含蓋的

內容與此較不相關, 因此不做進一步的介紹。

另外, 有些基本概念留在後面提到時再加以

說明, 以避免第一節過於單調。

二、 點上的數字

適當地在圖上填入數字以滿足規定的條

件是點上填數字問題的基本形式; 最著名的

一類問題是“著色問題”。 因為顏色本來就可

以用數字代表, 近代電腦的彩色圖像就是這

樣製成的。 在圖論上最著名的點著色問題是

平面地圖的著色問題。

1. 四色問題
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在十九世紀中期有一個學生提出這個在

平面地圖上著色的問題, 他認為四個顏色就

夠用, 使得邊界相鄰的國家都用不同的顏色

著色。這裡的四色是必要的, 從圖十一可以看

出來。

圖十一

如果我們規定每個國家以首都 (點) 為

代表, 相鄰的國家把首都連在一起, 於是我們

可以得到一個圖, 顏色塗在點上即可。 因此,

圖十二和圖十一具有相同的意義。

圖十二

在理論上, 圖十二又稱為圖十一的對偶

圖。 四色問題整整影響了圖論的發展近一個

世紀半, 雖然在1976年, 有兩位數學家亞伯

和漢肯利用電腦的協助, 證明了這個問題所

猜想的四色是正確的; 然而如何找到一個純

粹數學的證明, 仍是圖論專家致力研究的工

作。

2. 點著色的一般問題

任給一個圖, 最少需要幾個自然數 (由1

開始) 來放在點上, 使得相連的兩點, 點上的

數字不相同? 例如圖十二當然是4, 因為這四

個點彼此皆互相連接。 你看得出來圖六只需

要2嗎? 至少有一個邊的樹圖也是2, 如果圖

中有一個三角形, 我們知道答案至少是3, 但

是, 如果沒有任何三角形是否一定小於3呢?

顯然, 這是錯誤的結論, 因為有5個點的圈也

至少需要3個數字才可以辦得到; 實際上, 有

些圖中沒有任何三角形卻需要很多數字才可

以辦得到哩!一般而言, 要決定最少的顏色數

是非常困難的事。 儘管這是一個難題, 它卻是

很有用的。 首先, 我們假設有一個圖 G, 它

點上都適當地填入數字, 使得相連的點所填

入的數字不相同。 現在我們先看填相同數字

的點所成的集合, 顯然這個集合中的任兩點

皆不相連, 這樣的集合又稱為是 G 中的一個

獨立集。 所以需要的不同數字, 它的個數等於

是把 G 中的點分成同樣個數的獨立集。 例如

圖十三可以分成四個獨立集, 分別填入數字

1,2,3,4。 4是最少的嗎?

圖十三
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接下來, 我們來談談它的應用。 如果我

們把不能同時做的工作, 用邊把它們連接起

來, 有一些工作需要完成, 我們可以用點表示

工作, 然後再按上述規定填入數字, 即可以知

道要分多少次才可以把全部工作做完。 譬如

圖十三就需要分四次才能完全。 現在, 如果已

經知道十項工作要完成, 而且也已經知道分

兩次就可以完成, 我們可否再要求每次做五

項工作呢? 也就是說數字出現的次數, 越均

衡越好。 很不幸, 這麼一來, 我們可能辦不到,

你可否舉例說明呢? 值得一提的是, 在這方

面的研究, 我國的數學家目前得到的結果是

最好的; 數學傳播也刊登過這方面研究成果

的報告。

從四色問題開始, 點著色的問題就吸引

著非常多數學家去研究它; 直到今天, 依舊令

人著迷, 然而如何才能解決仍然存在的那麼

多問題, 就得靠更多的年輕數學家去努力完

成。

3. 優美圖的研究

在一個圖中, 如果點都已填上數字, 我

們可以用這些數字來定義這個圖中邊的加權

量或直接稱為是該邊的量; 以下我們就用一

邊上的兩端點之數字差的絕對值來定義該邊

的量。 圖十四中, 邊上的數字代表它的量。

圖十三

一個圖 G, 如果它有 p 個點及 q 個邊,

同時我們可以用1到 q+1 中的 p 個數別填在

P 點上使得所有邊的量都不相同, 則我們稱

此圖為一個優美圖。 圖十三是優美圖的例子,

但是 K5 就不是一個優美圖, 你相信嗎?

一般的圖要成為優美圖並不容易? 但

是, 樹圖看起來機會比較大。一方面點與點連

接的關係比較單純, 因為沒有圈; 另一方面一

個樹圖如果它有 p 個點, 則一定有 p − 1 個

邊; 於是我們恰好用 1, 2, . . . , p 填在點上, 使

得 p−1 個邊的量都不相同, 恰好由1一直到

p−1。 圖十四是一個比較複雜一點的優美圖。

圖十四
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是否任一個樹圖都是優美圖呢? 我確信

你隨便舉一個例子 (樹圖), 都可以證實它是

優美圖。 可是, 如何證明這一件事, 卻是目前

圖論中一個膾炙人口的猜想; 看過的人都想

試試看, 當然, 尚未發現成功者, 否則它已成

為定理了。

也許我們會問, 這個圖那麼“優美”, 有

用嗎? 如果我們把圖的點當成是連絡站, 每

個站都有自己傳遞訊息的發射頻率, 要讓可

能干擾到的發射站頻率差皆不相同, 就需要

設計上述的優美圖。

究竟如何才算解決了優美圖的問題呢?

以樹圖為例, 我們不可能一個個拿出來試, 而

是需要一套方法, 對某一類型的圖都可以按

照這方法去填上數字。 就以圖十五為例,該圖

又稱為是毛毛蟲, 你想像得出來嗎? 你可以

先找出蟲身, 然後· · ·, 相信從這例子你可以

看出方法。 如果把蟲腳變成兩倍, 又要如何填

呢?

圖十五

圖十六就是這樣的圖, 你可以想像出它

叫什麼嗎? (龍蝦) 是否有一個規則可以填上

數字使它成為優美的龍蝦呢?(有些腳只有一

節?)

圖十六

如果你喜歡填數字, 不妨也試試下一個

問題。

4. 互質圖

任給一個 p 點的圖, 我們可否用1到 p

分別填在不同的點上, 使得互相連接的兩點

互質, (不相連的點則沒有規定)。 它的答案當

然是不一定辦得到, 例如完全圖 Kp, p ≥ 4,

就一定辦不到, 因為2和4不互質。 不過, 扣

除一些邊之後就有可能辦到, 你應該可以看

出來。

和優美圖類似的地方是, 究竟樹圖是否

一定為互質圖, 目前仍然無法全部證明出來

哩! 以下我們來看一個很有趣的樹圖一棕櫚

樹。(圖十七), 它是否為一互質圖呢?(是)

圖十七

圖十七的例子是有三個分叉的棕櫚樹

圖, 從一個小棕櫚樹來看, 我們會發現那兒有
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五個點, 其中一點上的數字要和其它的四個

數都互質, 如果我們是填上連續的數字, 就會

有一種現象; 在連續的數字中, 找到一個數,

它與其它所有的數皆互質。 顯然這個問題的

答案不會太樂觀, 我們的確有可能找到連續

的一些數字, 它們彼此間都會有一對數是不

互質, 你可以試試看,這種現象需要至少17個

數字才辦得到哩!也就是說, 任何連續的16個

數字, 都可以找到一個, 它與其它的15個數

字都互質, 蠻不容易讓人相信, 不過這也是正

確的。

以上的現象並不是說明了, 有15個分叉

以上的棕櫚樹圖都沒希望, 因為你可以安排

其它的方式, 例如圖十八的答案, 充分地利用

質數的特性。

圖十八. 23個分叉的棕梠樹圖

(最上層92個數字)

萬一數字太大了,質數可能很難找, 你相

信我們可以找到連續的 10100 個數字都不是

質數嗎? 這個問題的答案是肯定的。 不過互

質圖的問題卻是尚未解決啊!

除了上述的數字填法外, 尚有很多種不

同的填法, 例如規定相連兩點所填的數字差

不可以在一個指定的集合中; 或是規定相連

兩點所填的數字和不可以再拿來填在另一點

上, 或是和要全部相異等等, 以下我們介紹另

一種填法。

5. 哈米爾頓圖

有一位經銷商他想要到某縣的全部鄉鎮

去做生意; 他希望每一鄉鎮恰好去過一次,走

過的路不再走, 同時最後一個要去的鄉鎮剛

好是他第一個去的地方。 我們如何解決這個

問題呢? 首先, 我們把全部鄉鎮都當成點, 有

路相連的兩個鄉鎮用邊連接起來, 於是得到

一個圖。 我們只要在圖上的點適當地安排數

字:1到點的個數, 表示出到各鄉鎮的前後順

序即可。 顯然, 並非所有連接出來的圖都可以

辦到, 你想像得到嗎? 我們把可以辦得到的

圖稱為哈米爾頓圖。

從在圖上安排數字以滿足所希望的條

件, 到決定那種圖可以如此辦到, 是非常自然

的想法, 然而, 決定一個圖是否為一個哈米爾

頓圖卻是一個非常困難的問題。 圖十九是一

個非常出名的圖, 看起來像足球的設計; 它是

一個哈米爾頓圖, 最早還被拿來當益智遊戲

用 −− 只要每一個點給一個世界大城市的名

字, 就可以環遊世界了。

圖十九
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完全圖 Kn 毫無疑問地是一個哈米爾頓

圖, 而且有非常多種不同的填法, n!。 因為不

論怎麼填都可以? 現在如果那位經銷商同時

希望最省油錢地可以到過每一鄉鎮, 要如何

走呢? 當然, 我們可以把每一邊 (路) 所需要

的油錢列出來 (邊上的數字), 在 n! 種不同

的選法中, 看那一種方法油錢總和最小就可

以了, 不是嗎? 可是, 如果有50個鄉鎮, 要

找到什麼時候呢? 的確, 它是一個難題, 也

就是出名的“經銷商問題”, 目前仍然找不到

好的方法來解決這個問題哩!

你是否想到電腦應該可以協助解決這問

題? 是的,鄉鎮不多時都可以求出來, 例如10

個, 但多了就麻煩了。 然而在理論上, 我們要

解決的問題並不限制 n 的大小。 事實上這個

問題也是刺激電腦科學進步的動力之一。

三、 邊上的數字

從經銷商問題中, 我們發現到所謂由一

個地方到另一個地方所需要的油錢, 就等於

是在邊上填上數字以代表這項費用; 然而這

些費用彼此間並沒有什麼關係, 我們把這類

型的數字稱為是該邊的加權量。 以下所要討

論的問題都不是這種型式, 我們將要求邊與

邊之間有些特殊的關係。 為了便於表示, 數字

將填在邊的左 (上) 方。

1. 邊著色問題

這問題和點著色問題的概念類似, 顏

色特以數字來表示。 唯一的要求是碰到同一

點的兩邊要填上不同的數字。 所以, 如果用

∆(G) 代表圖 G 中最大的秩, 即一個點最多

連到 ∆(G) 個點, 則 G至少要準備 ∆(G) 個

數字才夠用, 也就是說填入的數字至少要由1

到 ∆(G)。 顯然, 有很多情況下 ∆(G) 是不

夠的, 例如 C2m+1, m ≥ 1, 雖然最大秩為

2, 但是至少要用1,2,3才可以, 其實最多也會

是1,2,3。 也許你可以試試看, 不管是那一種

圖, 只要最大秩加1就可以適當地在邊上填入

數字, 使得相接的兩邊都填入不同的數字。 圖

二十是著名的兩個例子。第二圖需要1到4才

可以, 你相信嗎? 你知道為什麼嗎?

圖二十

目前在研究這問題的工作, 最主要

還是在判斷那一類型的圖只需要用到數字

1, 2, . . . , ∆(G), 那一類型的圖則一定要多

於 ∆(G)。 由於蘇聯的數學家韋靖證明了不

管是那種圖 G, ∆(G) + 1 個數字一定夠用,

所以按邊著色的特性可以把圖分成兩類, 只

要 ∆(G) 個數字的圖是第一類圖, 另一類則

需 ∆(G) + 1 個數字。 例如完全圖 Kn, 當

n 為偶數時是第一類, n 為奇數時為第二類。

證明 K2m 為第一類圖有一個很漂亮的方法

可以用: 先畫一個正 2m − 1 多邊形, 再加

上正中心一點, 點與點之間全部連接起來就
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是一個 K2m。 我們把正中心命名為 A0, 多

邊形上的點分別為 A1, A2, . . . , A2m−1。 數

字的填法如下: A0Ai 及與這邊垂直的所有

邊皆填入 i, i = 1, 2, . . . , 2m− 1; 這就是一

個用 ∆(K2m) = 2m − 1 個數字填好的圖。

圖21是 K8 的填法。

圖二十一

K2m 是第一類圖, 在組合設計中非常有

用, 在此不深入說明。 另一個出名的第一類圖

是完全兩部份圖 Kn,n。 圖6是 n = 3 的情

況。 就以 n = 3 為例子。 我們先找一個 3×3

的矩陣, 只用數字1,2,3, 使得每一行每一列

每個數字都恰好出現一次, 如圖22所示; 然

後把 K3,3 的點分別使 A1, A2, A3 在一部

份,B1, B2, B3 在另一部份; 數字的填法是把

矩陣中第 i 到第 j 行的數填在 AiBj 邊上即

可, 剛好可以, 不是嗎?

圖二十二

右邊的矩陣又稱為是 3 階的拉丁方陣,

這也是應用非常廣的一種設計, 最早應用在

實驗的設計上。 你可以造一個4階,5階,... 的

拉丁方陣嗎。

如果我們仔細觀察圖22, 我們立刻可以

發現到 (i) 填法有非常多種, 當然 n = 3 時

有12種; (ii) 填同一數字的邊, 彼此都不相

接, 即沒有共同點; 這樣的集合又稱為是邊獨

立集, 或配對。 如何在一個圖中找到最多邊的

配對是另一個有趣的問題, 在此不多介紹, 讀

者可以參考一般離散數學的書都可以得到資

料。

2. 完全不規則圖的問題

和點上數字的構想類似, 我們可以在邊

上填入數字, 數字可以重複, 不過規定就每一

個點而言, 和它相接的所有邊上數字和都要

彼此相異, 圖23就是一個這樣的例子。 四個

點的數字和分別為3,4,5和6。
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圖二十三

如果數字可以無限制它的大小, 這是一

個很容易的問題; 但是, 要求填入的數字越小

越好, 要達到最好絕不是容易的事。 首先, 我

們先說明圖23用1,2是最好的答案。 因為圖

23有兩個點的秩是2, 所以當全部都填1時,

最少有兩個點, 四週的數字和相等, 不合所

求。 事實上, 只要用一點心思就可發現到, 不

管你如何畫出一個圖, 至少會有兩點它們的

秩令相等, 你相信嗎? 因此, 最小的數自然

是2。 當然, 就有些圖而言, 2也不會夠用的,

例如圖24, 圖中有很多秩為2的點, 而1,2的

搭配最多也只能有4種不同的和, 所以答案是

3以上。

圖二十四

在圖24中, 我們同時發現到點附近的數

字和最好是由小到大不要間斷, 然而這也是

一件困難的事; 譬如上圖的最後一邊若是按

照前面的填法, 不斷地增加 (兩個兩個), 答

案就錯了。 當然, 這可以適當地加以修飾。 我

們可以看出這個問題的複雜性, 的確, 顯然截

至目前為止, 對一般圖而言, 並沒有一般解,

也許我猜永遠不會有。

圖二十五

3. 平衡圖

任給一個圖, 在圖上的邊填上數字 1(+)

或 −1(−), 使得圖中任一個圖上的邊,負號邊

的總數為偶數, 這樣的圖(辦得到的話) 稱為

是平衡圖。 圖26中的兩個圖皆為平衡圖。

圖二十六

有一種方法一定可以把一個一般圖轉換

(填) 成平衡圖。 任取圖中的一部份點 A(圖

27), 剩下的點集合為 B, A 中, B 中若有任

何邊, 皆填入正號邊, 連接 A、B 的所有邊皆

填入負號邊, 這就是一個平衡圖。
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圖二十七

你可以證明上面的填法都可以得到平衡

圖嗎? 實際上, 平衡圖的長像也都是像圖27

的樣子。 這也是不難證明的一件事。

平衡圖的概念在人文及社會科學上有很

多應用。 譬如: 它說明了政黨政治以兩黨政

治最容易平衡。這當然是因為黨內團結, 兩黨

則對抗, 沒有其它枝節而造成太多的變數。 以

下可以用三角形的關係略加說明, 在圖28中,

X,Y,Z 代表三個人, 如果兩人互相信賴, 則

以 + 號表示, 否則用 − 號。 假如三人的關係

如圖所示, 只有一個 − 號, 則必不平衡。 因

為 X 可能會聽到 Y(Z) 說到 Z(Y) 的一些

缺點而動搖了他對 Z(Y) 的信賴。

圖二十八

如果三角形中有兩個負號 (圖26A), 情

況反而好轉; 三人分成兩邊, 對抗時對抗, 平

衡多了。 平衡圖的問題中, 最重要的大概是如

何在一個不平衡圖中找到最少的邊, 改變它

們的符號, 以得到平衡圖。 你有興趣研究一下

嗎?

4. 網路的形成

一個圖中有一些點,一些邊, 看起來並沒

有多大的意義; 可是當我們把圖中的邊加上

方向, 並且填上數字, 它就不同了。 再加上一

個只有出沒有入的點稱為起點及一個只有入

沒有出的終點就形成一個網路, 邊上的方向

可以有兩個, 各個方向的數字也可以不同。(圖

29就是一個網路的例子。)

圖二十九

從圖的結構, 我們不難想像到網路的概

念可以應用到交通,資訊等系統上面。 由於我

們的目的在說明圖上多了數字後的變化; 而

網路的介紹可以在很多書上看到, 在此不多

說明。 值得一提的是, 網路也可以定義成多個

起點及多個終點的形式, 圖29是比較單純的

一個。 另外, 在交通流量的分配方面, 圖29上

面數字可以代表該條路的容量; 在流量維持

不大於容量的情況下, 才能維持交通的暢通,
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高速公路的匝道管制就是在做這樣的一件事

啊!

5. 尤拉圖

對應於點上數字的第五個問題, 我們也

可以在邊上依次填入數字: 由1一直到 q (邊

的個數), 使得相鄰兩數填入的邊必定要相接,

而且最後一邊 (填 q ) 和填1的邊相接。 圖30

是一個這樣的例子。

圖三十

顯然, 並不是任意圖都可以如此填好數

字; 最著名的例子是七橋問題所形成的圖

(31)。

圖三十一

我們把橋想像成即將填入的數字, 同時

該數字代表走過的順序; 於是我們希望能由1

填到7以滿足上面所規定的條件。 從圖30可

以看出在一個點附近邊上的數字必成對出現,

所以要辦到的話, 只好規定每個點的秩必定

是偶數。 反過來, 如果秩都是偶數, 在兩百多

年前, 尤拉已經證明; 依次填數字是可以辦得

到的事; 所以這樣的圖又稱為是尤拉圖。

究竟要如何填呢? 首先, 我們介紹橋,一

個連通圖 G 中, 如果有一邊 e, 當它拿掉之

後, G − e 就成為不連通的圖, 這樣的邊, 稱

為是圖 G 中的橋。 例如圖32中的 e。

圖三十二

現在利用下列方法就可以在一個尤拉圖

G 上填好數字: 任選一點, 在與它相接的任一

邊上填入1, 然後繼續往下填, 繼續要填的邊

如果只一種選擇就別無它法只好選它, 如果

有兩個邊以上可以選擇, 就看圖 G 去掉已填

過的邊之後的部份, 有沒有和這個點相接的

橋, 沒有的話, 任意選一邊填; 否則選不是橋

的一邊填上數字, 然後繼續下去。 以圖30為

例, 填到7時, 剩下的四邊有三邊和 B 點相

接, 而 AB 邊為一橋, 所以不可以填8。 想想

看, 這套方法真的可以填好嗎?

和尤拉圖類似的問題是一筆劃圖, 由於

一筆劃並沒有規定要出發的點與結束的點相

同, 所以不需要每一個點的秩都是偶數, 所
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以容許有兩個點的秩是奇數, 出發點與終點

恰好是這兩點, 相信可以容易看出來。 因此,

七橋問題所得到的圖甚至連一筆劃都辦不到

哩!圖33是最常看到的一筆劃圖。 你看過嗎?

圖三十三

四、 點邊上的數字

這是比較新的問題, 目前仍在發展中, 希

望日後會更為人所熟知。

1. 裁判安排問題

有七隊參加循環決賽, 每隊各準備一位

隨隊裁判; 大會安排比賽的裁判, 規定兩隊的

比賽裁判必須來自第三隊, 而且一隊的比賽,

相同的裁判不可以執法兩場以上, 以示公平。

由於一共有21場比賽, 要如何安排才可以讓

每位裁判執法3場 (最多) 比賽。

這個問題可以轉換成填數字在點及邊上

的形式。 首先將不同的七個數字1到7填 K7

的點上, 如圖34, 然後邊上的數字只要和邊的

兩點上的數字不同即可; 如果我們可以用1到

7填在邊上, 則每個數字自然會出現在邊上三

次, 不是嗎? 填法和圖21的概念相似, 請自

己試試看。

圖三十四

現在如果是六隊的循環賽, 六個隨隊裁

判夠嗎? 因為每位裁判只能執法兩場, 所以

還差三場比賽沒裁判; 毫無疑問地大會要派

一位來執法這三場比賽, 當然這位裁判也不

可以對某一隊特別有利 (或不利), 也就是說

每隊只碰到某一個裁判最多一次。 於是我們

需要七位裁判, 也就是說在 K6 上填入七個

不同的數字, 才可能合乎規定。

依上述的說明, 不難發現當比賽隊數為

奇數時, 隨隊裁判就夠用了, 當隊數是偶數

時, 則需要再加一位以協助執法。(加入越多位

越容易安排; 不過我們假設大會裁判來自與

比賽隊不同的單位, 而且也希望減少開支, 不

是嗎?)

2. 全著色問題

在裁判安排問題中, 我們發現不同隊才

會比賽, 所以等於是要求填在一般兩端點的

數字要不同 (點著色); 同一位裁判不同時執

法一隊參加不同的比賽, 是規定相接的兩邊

要填不同的數字 (邊著色); 最後規定隨隊裁

判或任何裁判都不執法與自己相關的隊參與

比賽, 因此點與相鄰的所有邊填入的數字也



圖上的數字 15

都要不同。 合乎上述三項要求的著色方法又

稱為是圖的全著色。 圖35是三角形及 K4 的

全著色。

圖三十五

能夠全著色所需用到最少的數字量稱為

該圖的全著色數, 例如 K3 為3, K4 為5。 由

裁判安排問題, 我們知道 K6 的全著色數是

7, 而 K7 的全著色數也是7。 事實上, 我們不

難證明當 n 為奇數時, Kn 的全著色數為 n,

而在 n 為偶數時 Kn 的全著色為 n + 1。

就一般圖 G 而言,G 的最大秩 ∆(G)

與全著色數的關連很大, 顯然 G 的全著色數

一定會大於或等於 ∆(G) + 1, 這可以由圖

36看出來, 但是全著色數會不會小於或等於

∆(G) + 2, 到目前為止仍然沒有人能證或提

出反例。 為什麼是 ∆(G) + 2 呢? K2m 就

C研究全著色的專家一般相信 ∆(G)+2

應該是足夠的。

圖三十六

有一種想法是先把點依照點著色的方法

填好數字, 然後再去填邊上的數字來求出全

著色; 或者反過來先填邊上的數字再填點; 看

起來也沒什麼不可以, 不過所用的數字常常

會多於該圖的全著色數, 例如圖37(A), 甚至

還會超過 ∆(G)+2 哩!你能找到例子嗎? 見

圖37(B)。

圖三十七

一般而言, 先填點會比較容易得到與全

著色數接近的數字, 當然也會有大於 ∆(G)+

2 的時候, 你可以想想看, 這不代表猜測全著

色數不大於 ∆(G) + 2 有誤, 因為全著色不

一定要這樣去著色啊!

五、 結語

圖上放入數字的問題絕對是比在本文中

所介紹到的幾個多很多; 然而概念相近。 希

望能藉本文中的一些問題吸引更多人來學習,

研究圖論, 讓這門近代最具影響力的“數學分

枝”在國內能生根萌芽, 開花, 結果。 最後, 我

得再說明, 研究圖論的方向非常廣泛,絕非本

文所介紹的內容所能含蓋, 不過, 知道了一些,

總算是好的開始。

註: 作者除了感謝編輯在文筆上的潤飾

外, 更謝謝讓我有機會利用 「數學傳播」 的一

角介紹一些“優美的圖”。

—本文作者任教於交通大學數學系—


