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0. 前言

質數2,3和5有一些有趣的循環性質。 我

們證明這三個質數是以下同餘式組當 p = 1

時的唯一相異質數解,

ab ≡ p (mod c),

bc ≡ p (mod a),

ca ≡ p (mod b)。

即是說, 當 p = 1 時, 以上同餘式組刻劃了

質數 (2,3,5)。 類似地當 p = −1 時, 同餘

式組刻劃了質數 (2,3,7)。 我們進一步考慮 p

作為任意整數的情形。 在本文中, 我們證明同

餘式有質數三元數解 (a, b, c), 若且唯若

p ≡ ab + bc + ca (mod abc)

以上等價條件可控制同餘式組的解的範圍。

但一般來說, 同餘式的解即使存在也不一定

是唯一。 我們將列舉一些例子說明之。

一. 質數三元數

考慮三個最簡單的質數2,3和5, 他們有

下列的循環性質。

(i)

2 × 3 + 5 = 11,

5 × 2 + 3 = 13, 三數皆為質數。

3 × 5 + 2 = 17,

(ii)

2 × 3 ≡ 1 (mod 5),

3 × 5 ≡ 1 (mod 2),

5 × 2 ≡ 1 (mod 3)。

(iii)

32 ≡ −1 (mod 5),

25 ≡ −1 (mod 3),

53 ≡ −1 (mod 2)。

(iv)

25 × 3 ≡ 2 × 35 ≡ 1 (mod 5),

32 × 5 ≡ 3 × 52 ≡ 1 (mod 2),

53 × 2 ≡ 5 × 23 ≡ 1 (mod 3)。

(v)

24 ≡ 34 (mod 5),

66



質數三元數與同餘式組 67

34 ≡ 54 (mod 2),

54 ≡ 24 (mod 3)。

其中 (iv) 可從 (ii) 推導出, 因為2,3,5皆為

質數, 由 Fermat(費馬) 定理 [1,2]可知:

24 ≡ 1 (mod 5),

34 ≡ 1 (mod 5)。

所以

1≡2×3≡(24)×2×3≡(25)×3 (mod 5),

1≡2×3≡2×3×(34)≡2×(35) (mod 5)。

其餘可類推。

至於 (v) 的第一項同餘等式已在前面說

明。 第二項等式成立是因為 34 和 54 皆為奇

數。 此外

2 ≡ 5 (mod 3),

因此

24 ≡ 54 (mod 3)。

所以(v) 乃是2,3,5之間的自然關係。

又考慮另一組質數2,3,7的性質:

(i′)

2 × 3 + 7 = 13,

7 × 2 + 3 = 17, 三數皆為質數。

3 × 7 + 2 = 23,

(ii′)

2 × 3 ≡ −1 (mod 7),

3 × 7 ≡ −1 (mod 2),

7 × 2 ≡ −1 (mod 3)。

(iii′)

23 ≡ 1 (mod 7),

37 ≡ 1 (mod 2),

72 ≡ 1 (mod 3)。

(iv′)

27 × 3 ≡ 2 × 37 ≡ (−1) (mod 7),

32 × 7 ≡ 3 × 72 ≡ (−1) (mod 2),

73 × 2 ≡ 7 × 23 ≡ (−1) (mod 3)。

(v′)

26 ≡ 36 (mod 7),

36 ≡ 76 (mod 2),

76 ≡ 26 (mod 3)。

換言之 (2,3,5) 和 (2,3,7) 有著對偶的

關係。 其中 (iv′) 可由 (ii′) 推出, (v′) 為

2,3,7之間的自然關係, 原因和前面2,3,5時

相同, 而且性質 (ii′) 刻劃了 (2,3,7) 這組質

數三元數。 我們稱 (a, b, c) 為質數三元數,若

a, b, c 俱為正質數, 且有 a < b < c 。

二. 質數三元數的刻劃

從前面的討論可知 (ii) 較為重要, 事

實上, 質數三元數 (2,5,31) 同樣擁有性質

(iii′)。 說明性質 (iii) 或 (iii′) 不能刻劃對應

之質數三元數。 故此嘗試從 (ii) 著手。

定理1: 若質數三元數 (a, b, c) 滿足:

ab ≡ 1 (mod c)

bc ≡ 1 (mod a)

ca ≡ 1 (mod b)

(∗)

則 a = 2, b = 3, c = 5 。
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證明: 從 (∗) 可知, 存在正整數 k, m, n

使

ab − 1 = kc, (1)

bc − 1 = ma, (2)

ca − 1 = nb。 (3)

(1) 和 (3) 給出

ab − ca = kc − nb,

因此,

c(a + k) = b(a + n)。

由於 b, c 互質,

b|(a + k)。 (4)

同樣地,

a(b + m) = c(b + k),

所以

a|(b + k)。

從(1) 得知 0 < k < a, 因此 (4) 推出

b = a + k 。 又令

b + k = ya,

則 2k = (y − 1)a, 既然 a 是質數, 且 a 不

整除 k, 則 a 整除2。 亦即 a = 2, k = 1 。

因此 b = 3, 而 c = 2 · 3 − 1 = 5。

同樣的思路也能證明(ii′) 刻劃質數三元

數 (2,3,7)。 證明從略。

定理2: 若質數三元數 (a, b, c), 且滿足

ab ≡ −1 (mod c)

bc ≡ −1 (mod a)

ca ≡ −1 (mod b)

(∗)

則 a = 2, b = 3, c = 7。

三. 同餘式組

接著我們來討論有關性質 (ii) 的推廣。

考慮以下同餘式組的解:

ab ≡ p (mod c)

bc ≡ p (mod a)

ca ≡ p (mod b)

(∗∗)

若對某一整數 p, 存在質數三元數 (a, b, c) 滿

足同餘式組 (∗∗), 則稱 (a, b, c) 為同餘式組

(∗∗) 的質數三元數解。

定理 3: 給定任意整數 p, (a, b, c) 是

(∗∗) 的質數三元數解, 若且唯若

p ≡ (ab + bc + ca) (mod abc)。 (5)

證明: 若已知 (5) 成立, 代入 (∗∗)

驗證即可。 反過來, 若 a,b,c 為正質數, 且

a < b < c, 令

ab − p = cm, (6)

bc − p = an, (7)

ca − p = br。 (8)

其中 m, n, r 為整數。 不妨假設 0 < p < abc

。 我們可跟定理1一般證明

a|(b + m), b|(a + m)。

因此令

m + a = yb, (9)

可推出

a|(y + 1)。 (10)
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又從 (6) 知

cm < ab < ca,

所以 m < a, 代入 (9), 得

yb = a + m < 2a < 2b。

所以

y < 2。 (11)

另外, 從 (6) 知

cm > −p >−abc,

m >−ab。 (12)

代入 (9),

by > a − ab,

所以 b(y + a) > a > 0, 由此可知 y > −a,

與 (11) 合推出

a + 3 > y + a + 1 > 1。

但 a|(y+a+1), 且 a 為質數, 因此, y+a+1

等於 a 或 a + 2

(A) 若 y + a + 1 = a, 則 y = −1, 代入

(9), m = −a − b。 再代入(6), 得

p = ab + bc + ca。

(B) 若 y + a + 1 = a + 2, 則 y = 1, 由

(9) 和 (10) 得 a = 2, 和 m = b − 2,

代入 (6), 得

b(b − 4) < −p < 0,

得 2 = a < b < 4, 因此 b = 3 。

而abc = 30, 亦即

ab + bc + ca = 31 ≡ p (mod abc),

證畢。

引理4: 若 (a, b, c) 為質數三元數, 則

ab + bc + ca < abc,

除非 (a, b, c) = (2, 3, 5)。

證明: 若 a ≥ 3, 則上式顯然成立。 若

a = 2, 則上式等價於:

2(b + c) < bc。 (13)

若 b ≥ 4, 則

2(b + c) < 4c < bc,

即 (13) 成立。

若 b = 3, 則 2(b+c)−bc = 6−c < 0

除非 c = 5。

推論5: 若 p 為正偶數, 則同餘式 (∗∗)

沒有質數三元組解 (a, b, c) 使得 0 < p <

abc。

證明: 設(a, b, c) 是 (∗∗) 的質數三元

數解, 且 abc > p > 0, 既然 p 為偶

數,(a, b, c) 6= (2, 3, 5)。 因此從定理3和引理

4, 得

p = ab + bc + ca。

但式子右邊恆為奇數, 矛盾.所以 (∗∗) 沒有

質數三元數解。

推論6: 若 p = 2k + 1 為奇數, 其中

k > 0, 則 (∗∗) 沒有質數三元數解 (a, b, c)

使得 ab > k。

證明: 設 (a, b, c) 是 (∗∗) 的質數三元

數解, 且 ab > k, 既然 c > 4, abc > 4k >
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p > 1, 故 (a, b, c) 不為 (2, 3, 5) 。 因此引用

引理4:

abc > ab + bc + ca > 3ab > 3k > p > 1。

這和定理3矛盾, 故 (∗∗) 沒有質數三元數解

(a, b, c) 使得 ab > k。

例1: p = 26 時, 既然最小質數三元數解

為 (2,3,5), 其乘積為30。 因此若 (a, b, c) 是

(∗∗) 的質數三元數解, 必有 abc > 26, 由推

論5知此解不存在。

例2: p = 33 時, 則 k = 16, 由推論5知

沒有質數三元數解 (a, b, c) 使得 ab > 16,

考慮 ab < 16 的不同組合, 有 (a, b) =

(2, 3), (2, 5), (2, 7) 或 (3, 5) 代入 (5), 分別

得:

5c + 6 = 33,

7c + 10 = 33,

9c + 14 = 33,

8c + 15 = 33。

導出 c 不是整數, 矛盾。 因此結論 p = 33

時, (∗∗) 沒有質數三元數解。

質數三元數解的個數也是個重要的問

題。 我們找出若干有兩個解, 甚至三個解的同

餘式組。

例3: p = 101 時, 則 (2,3,19),(2,5,13) 均

為解。

例4: p = 211 時, 則 (2,3,41),(3,7,19) 均

為解。

例5: p = 711 時, 則 (2, 11, 53) , (5, 11, 41)

, (7, 13, 31) 均為解。

從以上例子得知, 若 1 < p < 31 時,

(∗∗) 沒有質數三元數解。 當 p 逐漸增加, 可

能出現解的個數也相應增加。

最後指出若 p = 2k + 1 為負奇數, 且

5−2k = 6−p 為質數時, 則 (2, 3, 5−2k) 是

同餘式組的一個質數三元數解, 但此解也不

一定是唯一的, 例如當 p = −23 時,(2,3,29)

和 (2,5,11) 均為解。
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