
中國數學課程的演變

林炎全

一、 引言:

最近教育改革的呼聲甚囂塵上, 課程改

革是教育改革的重要部份。 我們可以感覺到

中央主管教育機關—教育部對這項工作的重

視; 以及投入龐大的人力和物力,進行中小學

課程的研究和修訂。 現在修訂的新課程標準

已經頒布, 各級學校將擇期實施。 我們衷心祝

福這次修訂的新課程, 能順利成功地實施; 但

是不奢望這次修訂能夠一勞永逸。 因為學校

的課程, 必須配合社會環境需求而改變。 現代

社會改變的步調很快, 學校課程的研究和修

訂, 自然成為經常性的工作。 修訂課程, 要考

慮的因素很多。 例如學習心理、 科技進展、 文

化背景等等。 我們從歷史過程切入, 探討過去

歷代數學課程的演變。 希望能在歷史的故紙

堆裡, 篩出一些有用的東西。

討論數學課程的演變, 我們將中國歷史

分為先秦、 秦漢、 魏晉南北朝、 隋唐、 宋元、

明清及民國等七個時期．這樣的分段, 是以分

裂戰亂時期為分割點。 先秦和秦漢之間, 是戰

國時代; 魏晉南北朝本身就是分裂的時期。 隋

唐與宋元之間, 則有歷時不長的五代十國。 明

朝時期, 是西方優勢文化潮初漸; 到清末是潮

滿時期。 就數學課程而言, 西方的數學課程,

此時逐漸取代中國原有的。 所以我們把明清

劃為一個時期。 最後, 我們歸納出這個歷史過

程的特徵, 並為它們推測原因。

二、 先秦時代

初民時代, 日常生活簡單, 對於數學的需

求不多。 如 「禮記」 內則所說, 小孩六歲學數

數 (一至十) 與辨方位 (東西南北中); 九歲

學六甲 (天干地支); (男孩) 十歲負笈訪師入

學, 學六書 (書法) 九數 (方田、 粟米、 差分、

少廣、 商功、 均輸、 方程、 贏不足、 旁要); 十

三歲開始學樂誦詩和射御;二十歲學禮; 三十

歲有室 (婚娶), 授田服役; 四十歲開始任官;

五十受命為大夫;七十告老。這是官宦人家男

子的人生歷程。 十歲所入為小學, 二十歲入

大學。 所以最高等級的數學課程內容, 應是九

數。 這九數逐漸演化, 到秦漢時代, 成為具形

的 「九章算術」(李繼閔,1990)。 所以周朝大學

並沒有數學課程; 事實上, 更早的虞、 夏、 殷,

不論大學小學, 都是在崇四術 (詩、 書、 禮、

樂)、 立四教 (文、 行、 忠、 信); 可能當時還沒

有“九數”。至於女子,七歲開始與男孩不同席

不共食; 十歲起不出大門只在家裡學女事。等

待二十歲, 最晚二十三歲出嫁。 對於需主中饋
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的家庭主婦 (內則: 男不言內), 只會數一至十

當然是不夠的。與女事相關的算術, 可能在學

女事時一併學習。她們所能學到的數學, 應是

內藏在生活經驗裡。 平民教育, 虞、 夏、 殷都

沒有“數”這一項。 周朝時代, 以三物教萬民,

三物就是六德、 六行和六藝; 六德指知、 仁、

智、義、 忠、 和;六行是孝、 友、 睦、淵、 任、 恤;

而六藝則包括禮、 樂、 射、 御、 書、 數。六藝裡

的數, 是否與國學的九數一樣? 不得而知。 三

代以前, 教育特別注重禮樂和德行; 辦教育的

目的在節民性興民德, 以防民眾流於虛浮和

淫佚。算術對於這個目的所能提供的貢獻, 明

顯的不如禮樂道德與典章制度; 教予過多的

玄思, 反而有害。 數能廁身六藝之末, 或許是

實用價值高, 生活中少不了它。鄉學所教的算

術, 可能只是四則運算; 最多也再學一些與所

從事的行業有關的數學; 例如耕種的農人或

買賣五穀的商人, 可能會學九數中的粟米換

算方法。 迄今, 我們仍然用“運籌帷幄”來形容

異稟能人; 可見能操作高難度籌算, 如開方、

解方程的人, 在古代是很稀有的。 在孔子倡導

平民教育, 厲行有教無類以前, 中國教育的階

級性是很強的。 大學小學又稱國子學, 只有王

太子、 王子、 群后之子、 公卿大夫、 元士之嫡

子才有資格就讀 (「尚書」 大傳) 。 至於鄉學,

雖然是平民教育, 但真正有能力, 且有意願

把小孩送到學校讀書的,畢竟是少數。 大多數

人, 數學學習是伴隨生活, 以口耳相傳的方式

進行。 九九歌訣可能是主要的課程內容; 九九

歌訣就是倒了順序的九九乘法表, 相傳是伏

犧氏發明的 (李人言, 民72); 但伏犧是否真

有其人, 到現在還是疑問 (王仲孚, 民77)。西

漢文帝韓嬰所著 「韓詩外傳」 卷十, 有一則故

事說有人把九九歌獻給齊桓公以示才學; 齊

桓公問九九歌也能表示才學嗎? 那人回答說

九九歌確實夠不上什麼才學, 但是如果王上

能禮遇像我這樣平凡的人, 必能得天下人才。

可見九九歌在很早以前, 已經是很普遍的東

西 (李兆華, 民83)。 殷商以前文字還沒有成

型, 古書上與它有關的記載, 傳說成分較多。

像九九乘法歌訣這種與日常生活切近的東西,

不大可能是某人在一夕之間發明出來的。

春秋戰國時期, 政治、 經濟與社會起了

劇烈的變化。 舊制度的解體伴隨思想開放的

風氣。 因而諸子並起百家齊放, 形成學術思

潮的高峰期。 在教育制度方面, 則是官學沒落

與私學興起, 養士之風盛行。孔子提倡平民教

育, 有教無類, 並以六藝教人。 但是孔子的六

藝, 指的是詩、 書、 禮、 樂、 易、 春秋; 並不

是一般所說的禮、 樂、 射、 御、 書、 數 (伍

振鷟, 民74)。 從他的言談之中, 可以看出孔

子關切較多的是禮樂詩書; 與數理關係較密

切的易, 則較少提及。 一般而言, 儒家系統裡

的人物, 如孟軻、 荀況, 都與孔子持類似的態

度 (王仲孚, 民77)。 總之, 儒家關注的焦點

在德行修為; 墨家則是務實的實踐主義者, 他

們比較關注厚生利用。 墨家除倡導兼愛、 非

攻、 節用、 薄葬等學說, 並且挺身為自家的

學說辯護; 同時設計製造各種器械, 力行他們

的學說。 所以墨家弟子必須學習不同的專長;

有善於說書的, 傳布他們的學說; 有擅長談辯

的, 為他們的學說辯護; 有專門從事的, 製作

器物或工事。這些都需要特殊的專長, 如辨說

能力, 邏輯能力, 設計計算的能力等等． 「墨
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經」 裡, 對於許多幾何名詞,給出形式的定義;

例如:“平, 同高也”;“中, 同長也”;“圓, 一中

同長”等等 (「墨子」 經上第四十); 也討論到

許多邏輯觀念, 如 “以牛有齒馬有尾說牛之

非馬也不可是俱有不偏有偏無有曰之與馬不

類用牛角馬無角是類不同也” (「墨子」經說下

第四十三)。墨家為許多口語常說的幾何概念,

做形式上的定義, 看起來好像畫蛇添足, 多此

一舉; 但在建立論理體系的工作上, 卻是很重

要的一環。孔子強調過正名的重要; 他注重的

是名分與實際的應符, 防止潛越, 以求得政治

上的安定 (王仲孚, 民77)。 墨家是否受到儒

家的影響而注重基本定義? 我們不得而知。

三、 秦漢時期

秦漢時代, 在政治上中國是一個統一的

局面。秦始皇厲行書同文車同軌, 各種法度權

量律曆, 皆天下劃一。 這些措施, 有助於思想

的表達和流通。 但秦代採行以吏為師 (伍振

鷟, 民74), 學術活動及思想, 會受到政治考量

的限制, 難有突破性的發展。 更糟糕的是焚書

坑儒, 澈底摧毀學術的生機。 漢武帝即位, 採

行董仲舒的建議, 罷黜百家獨尊儒術; 設太學

於京師, 也鼓勵地方設立郡國學。 明帝為外戚

樊氏、 郭氏、 陰氏、 馬氏開四姓小侯學; 靈帝

置鴻都學門 (陳原東, 民69)。 在政府的倡導

下, 讀經成為主流風朝;五經 (詩、 書、 易、禮、

春秋) 博士是最有出路的身份。與周代的國子

學相較, 漢朝的官學課程, 顯然窄了許多。 周

朝的教育思想, 注重德行道藝的訓練, 配合生

活實踐。 小學教以灑掃應對進退之禮; 大學教

以六藝及修己治人之道 (任時先, 民76)。 漢

代的官學則以養士, 即培養做官的人才為目

的。 如何通過歲試求得功名, 是入學讀書的主

要目標。 這種考試競爭的程度, 甚至到了“每

有策試, 輒興諍訟”的地步 (陳東原, 民69)。

從此可以看到考試影響教育,自古已然。 官學

的課程, 自然會受到官方態度的影響。 取士有

明經科而無明算科, 九數不再在官學課程裡。

漢代另有一個教育系統: 私學。 書館和

小學是啟蒙教育, 學識字讀字書; 而後入官

學讀經。 但是有時限於機會, 有時礙於旅程遙

遠; 有些學生會繼續留在私塾, 接受與官學平

行的教育 (陳東原, 民69)。「前漢書」 食貨志:

八歲入小學, 學六甲, 五方, 書計之事。 宋王

應麟解釋書計是指六書九數, 並與禮記內則

所載比較, 認為這些都是在八歲學完 (引自

陳東原, 民69)。 如果“計”是指九數, 則其難

度實在超過八歲的小孩所能甚多。 即使到現

在, 教育如此普遍, 八歲才小學一、 二年級,

九九乘法都還沒有接觸到, 如何操作諸如開

平方、 開立方或解方程之類的高難度的籌算

過程? 其次, 依所列的六甲五方六書九數,

即使沒有其它的課程, 也不可能在一年內學

完。 食貨志所載的尚有“始知室家長幼之節十

五入大學 · · ·”。 所以這些可能是在十五歲入

大學之前學完。

雖然算經沒有列在漢朝官學課程裡, 中

國數學經過漢朝的經營, 開始有具形的基礎。

「周髀算經」 相傳是漢趙君卿所撰。 研究 「九

章算術」 的風氣, 以漢代最盛 (趙良五, 民

80)。「數術記餘」 是漢徐岳所著 (趙良五, 民

80)。 許商、 杜忠著有 「算術」 一書 (李人
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言, 民72)。 漢室劉向的兒子劉歆, 是中國最

早求圓周率的數學家; 他所算得的圓周率是

3.1457(趙良五, 民80)。 從這些成就, 可以看

出當時研讀算學風氣是很盛的。 食貨志所說

的四民: 學以居位曰士、 闢土殖穀曰農、 作巧

成器曰工、通財鬻貨曰商。 入官學主要的是想

當官的。 其它將從事耘農從工或經商, 可能留

在私塾學習專業課程; 這其中應有其相關所

需的數學。尤其是要學作巧器或通財貨,都需

要精確的算法。 劉歆要計算更精密的圓周率,

或與此有關。 鄭玄是出名的 「九章算術」 通

(「漢書」 列傳), 也是留名歷史的私學創辦人

(陳東原, 民69); 我們無法想象他講學的內容

與數學無關。

四、 魏晉南北朝

魏晉南北朝的政治場景與春秋戰國相類

似—征戰連年。 在朝庭是一幕幕權臣篡位, 政

權更替如趕場; 一般人民沒有久安的日子, 生

活自然不好。 在這種情形下, 政府沒有辦法騰

出很多的資源來辦教育, 官學因而沒落。 春秋

戰國時代, 以養士羅致人才。 養士的風氣促成

學術思想開放, 因而百家並興, 形成學術史

上的一個高原期。魏晉南北朝, 則以中正察舉

為主。 這種制度施行久了, 流弊叢生。 豪門巨

室牽朋引伴, 阻斷一般平民仕進的路。 所以這

個時期, 無法像春秋戰國那樣, 開創一個學術

的春天。 唯一值得一提的是玄學的興起,與儒

學、 史學和文學合稱四學。 從短期的社會現象

看, 玄學崇虛無倡無為, 於世道人心, 都有不

好的影響。 但從長期學術觀點看, 改變了儒家

獨占正統教育的局面, 也可以說是一種進步

(伍振鷟, 民74)。 檢視這個時期數學發展的成

績單, 似乎可以看出這種玄思清談風氣的影

響力。 這個時期重要數學家的成就及著作如

下 (趙良五, 民80):

劉 徽: 注九章; 自撰重差附於

九章。 到唐代釐定算經十書時, 將

它獨立出來, 為 「海島算經」; 用割

圓術算出 π = 3.1416。

張邱建: 撰 「張邱建算經」。

夏侯陽: 撰 「夏侯陽算經」。

甄 鸞: 撰 「五經算術」。 他曾給

「周髀算經」、「九章算術」、 「孫子算

經」 等等做註釋。

祖沖之: 撰 「綴術」。 他曾算出

π =3.14159265 比西方的結果早

一千多年。

祖沖之: 發明祖氏原理, 即卡

瓦萊利原理。

庾曼倩: 疏注 「算經」(李人言,

民72)。

高 元: 撰 「算術」(李人言, 民

72)。

此外尚有 「五曹算經」, 不知作者是誰;

推測可能是後魏北周之間寫成的 (趙良五, 民

80)。「孫子算經」 的作者和成書年代無從得

知。 錢寶琮認為其原著的年代是公元400 年

前後 (錢寶琮,1963), 大約是東晉時候; 董泉

的 「三等數」 至少在甄鸞的時代已經成形, 因

為甄鸞曾為它作註釋。 算經十書之中, 除 「緝

古算經」 外, 至此已經都露臉了。
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五、 隋唐時代

隋朝歷時甚短, 未及三十年。 但是有兩

件事值得我們注意: (1)算學正式列名國子寺

下五學之一。 以往國子太學, 最多只有儒史文

玄。 隋文帝設的國子寺, 由國子祭酒統制。 國

子寺下含國子、 太學、四門、 書、算五學; 算學

的編制員額有博士二人, 助教二人, 學生八十

人 (「隋書」 百官志)。 (2)科舉制度的興起。 隋

煬帝大業二年設進士科, 為盛行中國一千三

百多年科舉制度的開頭。 如前節所述, 到隋朝

算學書籍已經很多, 足夠獨當一面, 自成一個

學門。 算學課程內容為何? 不得而知。 唐朝許

多制度都是仿照隋朝。 「新唐書」 選舉志上所

說: 算學的功課,「孫子算經」、「五曹算經」 共

修一年; 「九章算術」 和 「海島算經」 合計修三

年;「張邱建算經」 和 「夏侯陽算經」 各修一年;

「周髀算經」 與 「五經算術」 共修一年;「綴術」

修四年; 「緝古算經」 修三年;「數術記遺」 和

「三等數」 也得一并學習。 除了 「緝古算經」,

隋朝的數學課程, 應與唐代相去不遠。歷經魏

晉南北朝的分裂與動亂, 到隋朝復歸統一。 社

會得到生息, 工商逐漸興盛。而隋煬帝開鑿運

河, 更需要大量會測算的人才。 數學課程, 應

占有相當的分量。 煬帝開進士科, 就是為了求

才於學校之外 (陳東原, 民69)。

唐代的教育, 到唐太宗李世民而燦然大

備。 隸屬國子監的直系學校有: 國子學、 太

學、 四門學、 律學、 書學、 算學, 還有存在時

間較短的廣文館。算學學生三十人,限八品官

以下的兒子及庶人精通算學的 (「新唐書」 選

舉志); 配置官員博士二人, 官等是從九品下

; 另設助教一人掌教 (「新唐書」 百官志)。 唐

代科舉, 有明算一科。 科考的試題, 一部份是

申論問答, 必須說明造術的術理; 這類考題有

十題, 其中 「九章」 三題,「海島」、「孫子」、「五

曹」、 「張邱建」、「夏侯陽」、「周髀」、「五經」 各

一題。 另外 「數術記遺」 和 「三等數」 考填

空 (帖讀) 十道．前面十題通過六題, 後面十

道對九道為及第。 還有一種標準是試論 「綴

術」 和 「緝古算經」 造術的術理, 考 「綴術」

七題和 「緝古算經」 三題; 另外 「數術記遺」

和 「三等數」 考填空 (帖讀) 十道。 前面十

題通過六題, 後面十道對九道為及第 (「新唐

書」 選舉志)。 唐朝的數學教育, 有兩點值得

我們注意:(1) 算學在國子監體系裡, 位階並

不算高。 學生的出身與律學書學一樣,都是八

品以下及庶人子; 算學博士的品級, 與書學一

樣, 是九品中正裡最低的從九品下。 古代把算

當做是一種“術”, 是屬於技術層次的,自然不

適合於上品的官家子弟。(2)「緝古算經」 係跨

越隋唐的王孝通所撰。 他在上 「緝古算術」 表

中說: · · · 代乏知音終成寡和 · · ·。 但是他

的書被採用做官學必修的教材, 能與許多知

名的古代算經分庭抗禮 (見前述的科考評準);

他的抱怨應是另有所指。 從這點, 可以感覺到

唐朝時代的人, 對於新的東西和技術, 頗能接

納。這可能是託算學位階不高之福。設若算學

被當做與立國意識或立身修持有關, 恐怕得

經過長時間的洗練察看, 才有可能進入官學

和科考。

學校與科舉, 本來是功能不同的體系。

學校的功能在培養人才, 涵育氣質和灌輸知

能並重; 科舉則是選拔人才的制度。 到唐朝

中葉以後, 學校漸受科舉的影響; 學生都全
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力專注於準備科舉考試。 參加科舉考試, 並不

一定要由學校薦舉; 一般平民, 也可以由州縣

貢舉。 不論官家或平民,科舉成為讀書的主要

動機。 既然算學是科考的一門,自然就會有人

投入。 「隋書」 經籍志和 「唐書」 藝文志所列

與算學有關的書籍相當多; 「隋書」 還列出一

些從印度傳入的算書, 如 「婆羅門算法」、 「婆

羅門算經」;「唐書」 所列的, 大多是科舉考試

的範圍。 李淳風注釋許多算學書籍,都是在算

經十書的範圍之內, 即科舉要考的範圍 (李人

言, 民72)。 另外有幾部算書, 從書名上看, 好

像與十部算經關係較遠如: 僧一行的 「心機

算術括」(「舊唐書」 列傳); 陳從運的 「得一算

經」; 江本的 「一位算法」; 龍受的 「算法」(「新

唐書」 藝文志)。

六、 宋元時期

唐後五代十國歷時五十餘年, 政治權力

更替頻仍。 各代雖然都維持有學校和科舉的

形式; 但是有的無心, 有的無力, 並沒有把它

們辦得很上軌道 (陳東原, 民69)。 有宋一代,

算學在官學中的處境, 可以說是載浮載沉; 宋

初的國子學, 不論員額學生, 規模都很小。 課

程範圍也很有限; 只授經術。 崇寧三 (西元一

一○四年) 年設算學, 距趙匡胤建宋 (西元九

六○年) 已經一百四十多年; 崇寧五年罷算

學, 附於國子監; 這年十一月, 又恢復算學。

大觀四年 (西元一一一一年) 把算學并入太史

局; 正和三年 (西元一一一三年), 又恢復算學

(劉伯驥, 民60)。 課程內容以 「九章」、「周髀」

及假設疑數算問為主; 另外兼習 「海島」、「孫

子」、「五曹」、「張邱建」、「夏侯」 等的算法。 算

學本科修習曆算、 三式 (六壬、 盾甲、 太乙)

和天文書; 本科外加習一小經 (周易、 公羊、

穀粱); 若有願習大經的 (禮記、 左傳), 悉聽

其便 (「宋史」 選舉志)。 至於科考、 公試、 私

試的三舍法,與太學約略相似。考題範圍包括

「九章」、「周髀」 和算問 (劉伯驥, 民60)。 而

曆算科的派官公試只是偶而舉辦, 每次名額

又很少 (「宋史」 選舉志)。 總之, 在官方體系

裡, 算學並不熱門。

雖然算學在宋朝官學裡的處境已如上

述, 但是有宋一代仍是算學家輩出, 數學創作

鼎盛的時代。 出名的數學家有楚衍、 李治、 賈

憲、朱吉、 劉羲叟、 趙彥若、 劉益、秦九韶、 楊

輝、沈括等 (劉伯驥, 民60)。較重要的創作有

賈憲的 「黃帝九章細草」、 秦九韶的 「數書九

章」、 李治的 「測圓海鏡」、 「益古演段」、 楊輝

的 「詳解九章算法」、「詳解算法」、「日用算法」、

「乘除通變本末」、 劉益的 「議古根源」 等等

(趙良五, 民80)。

宋初倡行科舉, 它有許多缺失, 諸如重

才不重德、 習非所用、 禁錮思想、 敗壞士風等

等。 施行日久, 這些缺失逐漸顯現。 官方有人

為此憂心, 而以范仲淹、 王安石為代表。 他們

亟力興學, 冀求學校能發揮教養的功能, 而不

是科舉的附庸。 民間則有書院興起, 倡講義利

之辯。朱熹一再以勿事科舉勸勗學生;陸象山

也以“習聖賢”告勉弟子 (陳東原, 民69)。 所

以有不少的人才, 是在科舉體系之外; 算學人

才就是其中之一。 從歷史的角度看,算學未能

納入科舉的科目, 未嘗不是一件好事。 有宋一

代的算學經營, 開拓了許多新的領域, 如: 解
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高次方程式 (劉益)、 排列組合與二項式乘方

的展開 (沈括、 賈憲)、 同餘理論 (秦九韶)、幻

方 (楊輝)、 級數 (沈括) 等。 設若算學列屬科

考, 必然會吸納許多人, 窮究算經各書的辭章

之義與句逗之美, 恐怕沒有時間和精神做開

創性的研究。

「宋史」 藝文志所錄的算學書籍, 有一類

新的成員: 歌謠和口訣。 例如: 「法算機要

賦」、「法算口訣」、「解法求一化零歌」、「三元化

零歌」。這些歌訣, 應是廣泛流傳的讀物。 在紙

筆都不便宜的年代, 用歌訣的方式傳授算法,

是經濟方便又有效率的辦法。 古代中國,一直

把算當做“術”; 沈括的 「夢溪筆談」, 把討論

隙積術和會圓術的內容, 擺在技藝名下, 而不

是曆算一章。 所以算學教育的內容,著重於方

法的傳授, 而不是推理認識。歌訣雖不若印成

文字或符號的公式, 具體可靠和便於查對, 但

饒富文字趣味和和韻, 便於記憶是它獨有的

特色, 最適於用來教小孩。

元朝年代較短, 統治中國僅八十九年。

不論興學或科舉, 規模都遠不如宋朝; 而且還

帶有種族隔離的措施, 所以沒有特別值得述

道的事蹟。 在官學體系裡,算學是附屬在陰陽

學之下。 如 「元史」 選舉志所說: 世祖至元二

十八年夏六月始置諸路陰陽學 · · · 每路設教

授以訓誨之其有術數精通者每歲錄呈省府赴

都試驗果有異能則於司天台內 · · · 至元十八

年詔求前代聖賢之後儒醫卜筮通曉天文曆數

并山林隱逸之士 · · · 。 金朝進士、 出名的數

學家李治也被網羅為翰林學士。 蒙古人以游

牧民族, 入主中國, 建立一個跨越歐亞的大帝

國。 治下民族融合文化交流, 是自然會發生的

事。 元滅宋是在征歐之後, 因而也帶來一些西

域的人物和文化到中國。 例如至元四年,西域

札馬魯丁撰進萬年曆; 元世祖頒行到平宋以

後, 才詔郭守敬改治新曆 (授時曆)(「元史」曆

志)。 清俞正燮謂授時曆乃以回回曆為藍本製

成者 (李人言, 民72)。

回回就是阿拉伯; 他們與古西腊文明早

有接觸。許多重要的希腊著作, 早就有阿拉伯

文譯本; 如歐几里得的 「幾何原本」、 托勒密

的 「全集」、 還有亞理斯多德、 阿基米德、 阿

波羅尼、 希羅、 戴奧弗多斯以及印度的著作。

他們自己也發展了一些代數幾何和三角 (M.

Kline, 1972)。 這些豐富的成果, 雖然不見得

會全部傳到中土, 但是文化的交流, 多少會帶

來文化再生的契機。金元兩代的數學經營,開

發了許多新的領域。 例如李治的 「測圓海鏡」

是第一部提到天元術的算學著作; 同時也在

圓和勾股形下了許多功夫。 他提出許多邊長

為整數的直角三角形。 朱世傑的 「算學啟蒙」

改進以前的計算方式和口訣, 也探討面積、體

積、 垛積、 方程式等 (趙良五, 民80)。 他的

「四元玉鑑」 則把天元術一般化為四元術, 能

處理含四個未知數的高次聯立方程式; 也研

究面積, 垛積 (級數) 以及招差術等。 這些算

學書籍, 專業傾向頗高, 與日常生活不是很切

近; 而且有分化的傾向, 也就是一本書只就少

數主題做較深入的探討。

七、 明清時期

明朝開基初始, 是有心辦好教化。 在明

太祖未登基,還頂著吳王的封號打天下時 (元
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至正二十四年), 就詔設文武二科取士。 其應

文舉者察之言行以觀其德考之經術以觀其業

試之書算以觀其能策之經史時務以觀其政事

(「明史」選舉志)。 太祖登基以後, 不僅在京師

設國子學, 還詔令全國廣設學校。 「明史」 選

舉志說: · · · 治國以教化為先教化以學校為本

京師雖有太學而天下學校未興宜令郡縣皆立

學校 · · · 生員專治一經以禮樂射御書數設科

分教 · · · 。 可見明初, 不論是學校的課程或科

考的科目, 都包含算學。 算學課程是: · · · 凡

生員每日務要習學算法必由乘因加歸除減精

通九章之數昔之善教者經義治事貴在兼通曾

謂律令數學切於日用可忽而不之學乎 (「皇明

太學志」 卷七)。 可見當時的課程是從加減乘

除到精通九章, 由淺入深; 而教學的精神, 則

貴在兼通。這是一種超越前人的思想。 數學在

中國,一向被當做“術”來傳授和學習。 我們所

見到的算學書, 都是問題集。 不同的問題, 有

不同的術來解決。 至於這些術之間的關聯脈

絡, 則未見深究。 一般的學生, 只能靠口訣或

歌謠, 記誦這些術; 所能依侍的, 只有熟能生

巧; 學理方面的認識研究, 是專門學者的事。

我們不知道 「太學志」 所說的, 只是冠冕的堂

皇之辭或真正的普遍在課堂上做到兼通。 至

於算學的科考, 主要在測試是否通九法 (趙良

五, 民80)。 這裡所說的九法是指什麼, 我們

不得而知; 可能是 「九章算術」 的九章。

洪武十七年禮部頒行的科考定式, 增加

文辭試題的份量,而廢去實事的部份。這樣的

科試所錄取到的人才, 必然缺乏治事的能力。

宣德四年, 國子監助教王先奏請恢復儒生兼

習書算。 他說: 近年生員止記誦文字以備科

貢其於字學算法略不曉習改入國監歷事諸司

字畫麤拙算數不通何以居官。 他的奏請獲得

同意 (「日知錄集釋」 卷十六經義論策)。 等到

八股文興起, 與科考合流, 形成一個巨大的旋

渦; 吸盡了絕大多數讀書人的專注和思想。 他

們都不讀正書, 只讀房稿闈墨 (陳東原, 民

69)。 在這股歪風攏罩下, 遭殃的是所有的道

德學術, 不僅僅是算學。 雖然有少數人, 如王

陽明、 顧炎武、 黃宗羲等人力抗; 但是在有明

一代專制高壓下, 書院屢起屢躓, 沒能像以前

一樣, 與官學分庭抗禮 (陳東原, 民69; 伍振

鷟, 民74)。 總之, 明朝是中國數學發展的低

潮。 有紀錄的算書雖然有一些, 可能因為沒有

創新的理論或方法, 很快就被淘汰; 留傳到現

在的很少 (趙良五, 民80), 其中最重要的應

是程大位的 「算法統宗」。

雖然官學的場景是如前所說的暗淡, 明

朝的數學還有兩件值得注意的發展: 算盤的

普及和西方曆算的輸入。「明史」 藝文志天文

類錄有: 利瑪竇 「幾何原本」 六卷、 「勾股義」

一卷、「表度說」 一卷、「圜容較義」 一卷; 艾儒

略 「幾何要法」 四卷。 曆數類有羅雅谷的 「籌

算」 一卷; 徐光啟的 「崇禎曆書」 一百二十六

卷 (這是徐光啟、 李之藻、 王應遴與、 羅雅谷

合著, 其中有 「割圓八線表」 六卷、「測圓八線

立成長表」 四卷)。 還有一些 「明史」 藝文志

所漏列的, 如利瑪竇的 「同文算指」、 湯若望

的 「籌算指」、 羅雅谷的 「比例規解」 等等。 明

季西學輸入,都賴傳教士引進。 教會人士引進

西方學識科技, 主要的目的在取信於中國人,

尤其是統治階層和士紳階層, 以取得傳教許

可和帶動信教風氣。 對於民風保守心常懷古
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的中國社會, 新知識甚至常受守舊人士的攻

擊, 不能很快的被普遍接受。 所以西方算學輸

入初始, 所影響的層面相當有限, 還不能看出

它對數學課程所發生的作用。

珠算起源於何時, 不得而知。 一般相信,

它不是某人福至心靈發明創造出來的, 而是

經過長久演變而成 (李培業,1991)。 從名稱上

查考, 珠算應是從籌算演進而成。 因為籌算是

放在算盤上操作, 而珠算的工具也稱為算盤。

可能是以前的人覺得把算籌附在算盤上比較

方便, 算籌再演變為算珠。 遠至東漢徐岳的

「數術記遺」 就提過: 珠算控帶四時經緯三材

(李約翰, 民74)。 其後這種計算工具一直沒沒

無聞, 無突出的記載; 到明朝吳敬所著 「九章

算法比類大全」 河圖書數有 「不用算盤至無誤

差」與 「 免用算盤並算子乘除加減不為難」 的

說法 (趙良五, 民80)。 程大位的 「算法統宗」

是第一部用珠算為主要背景的算書; 其附錄

列有四種書籍: 盤珠集、 走盤集、 通微集、 通

機集, 看來好像與珠算有關 (李約翰, 民74)。

珠算把算術口訣化, 計算手續機械化。 在 「算

法統宗」 裡, 加減乘除都有歌訣。 只要口訣唸

得順, 操作夠快, 運算可以極高的速度進行操

作; 幾乎可與現代的電腦一較高下 (李約瑟,

民74)。 隨著珠算的普及, 心算隨之興起。 一

般長於珠算的人,都能以高速進行心算。 他們

的心算, 並不是直接操作數字的運算,而是想

像在操撥算盤。 這樣的發展使得算學更朝技

藝走向; 雖然有利於算術在生活中落實, 但是

不利於理論系統的成長。

清朝前期的的學校與科舉制度, 大致摹

仿明代; 正規學校的課程, 都是為科舉考試作

準備。 算學在這個體系內的角色, 一如往昔。

在正規的中央學校與地方學校之外, 清朝的

官學, 還有一系特殊學校; 其中算學館設於

康熙五十二年 (「清朝掌故彙編內編」 卷三十

八), 隸屬國子監。 康熙皇帝在處理欽天監與

洋教士的爭論, 自覺對西學所知不多, 以致難

以處斷; 因而發奮學習西洋曆算, 延請西洋教

士講解, 並令何國宗等編篡 「數理精蘊」。 雍

正元年頒行 「數理精蘊」; 雍正十二年八旗官

學增設算學教習十六人, 每旗官學各選三十

名學生學習算法 (「清朝掌故彙編內編」 卷三

十八)。 從這些背景推想, 西洋曆算應該已進

入算學館與旗學算學的課程。 私學則有屬小

學層次的教館、私塾與義塾,與屬大學層次的

書院。 小學層次的私學, 主要還是以準備科舉

考試為目的 (陳東原, 民69); 課程裡算學的

分量, 應是相當的少 (司琦, 民70; 臺灣文獻

(38))。

書院的學風較為自主; 雖然無法完全擺

脫科舉考試的影響, 但與官學相較, 是屬於學

術色彩較濃的教學機關; 較受士林和社會的

敬重 (陳東原, 民69)。 有幾所書院頗專注於

算學電化等科目。 例如光緒二十三年江蘇學

政龍湛霖奏保書院肄業生員說: 江陰舊有南

菁書院 · · · 方今時事艱難算學尤為急務臣到

任後於算學之中分別電化光重汽機等門飭在

院諸生即向以經義詞章名家者亦必各兼一藝

· · · (「清朝掌故彙編內編」 卷四十一)。 可見

他是很重視算學; 可惜的是他把這些都歸為

「藝」。

我們所說的清朝後期, 是指同治元年在

京師設同文館, 開始有新制的學校。 同治六
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年, 總理大臣請於同文館內添設算學館。設館

的緣由是: · · · 蓋以西人製器之法無不由度

數而生今中國議欲講求製造輪船機器諸法茍

不藉西士為先導俾講明機巧之原製作之本竊

恐私心自用徒費錢糧無裨於實際 · · · (「清朝

掌故彙編內編」 卷三十九)。 同治八年, 設廣

方言館於上海和廣東。這些學校,都有算學課

程。 同文館共習八年;第四年講述數理啟蒙和

代數學; 第五年學幾何原本、 平面三角、 球面

三角; 第六年授微積分 (趙良五, 民80)。 廣方

言館入學後即學算術; 無論筆算珠算, 從基本

四則開始, 再學算經十書及算學課藝;西方數

學則含幾何和代數 (「清朝掌故彙編內編」 卷

四十)。 這是我們所知道, 在新式學堂的課程

中, 最早提及珠算的。 繼這些語言學校之後,

各地紛紛設立許多軍事武備及實業技藝學堂。

這些新制學堂, 大都有數學課程。 以天津水師

學堂為例, 就有幾何、 代數、 平弧三角、 八線、

級數、測量等 (「清朝掌故彙編內編」 卷四十)。

清末算學教育, 執行較久的, 是奏定學堂章程

所制訂的壬寅學制。 壬寅學制的主要學階是:

初等小學堂五年、 高等小學堂四年、 中學堂

五年、 高等學堂 (大學預科) 三年、 大學堂

(分科) 三至四年、 通儒院五年。 初等小學堂

的算學課程每週六小時, 主要為算術, 包括數

字 (整數與小數) 的寫法、 讀法、四則運算。四

年級開始有珠算的加減, 五年級有珠算加減

乘除; 高等小學堂算學每週三小時也是以算

術為主, 包括分數、 小數、 比例、 各種單位的

計算, 還有日用簿記、 面積體積、 珠算加減乘

除。 中學堂算學課程每週四小時;第一年學算

術、第二年學算術、 代數、 幾何、簿記; 第三年

學代數和幾何; 第四年學代數和幾何; 第五年

學幾何和三角。高等學堂屬文法預科者,第二

年授代數與解析幾何, 每週二小時; 屬理工預

科的,第一年授代數與解析幾何, 每週五小時;

第二年授三角與解析幾何, 每週四小時; 第三

年授微積分, 每週六小時。 屬醫學預科者第一

年授代數與解析幾何, 每週四小時; 第二年授

解析幾何與微積分, 每週二小時 (趙良五, 民

80)。 京師大學堂開辦章程所列學堂功課例分

為兩類; 一類稱為溥通學, 類似現在的通識課

程; 計十學門: 經、 理、 中外掌故、 諸子、 初

級算學、 初級格致、 初級政治、 初級地理、 文

學、 體操等。 學生必須修完溥通學各門後, 並

且在英、 法、 俄、 德、 日五種外國語文中, 選

讀一種, 才可以在專門學中選一門或兩門, 作

為專攻學門。 專門學也有十門: 高等算學、 高

等格致、 高等政治學、 高等地理、 農、 礦、 工

程、 商、 兵、 衛生等。 孫家鼐籌辦時所持的宗

旨是 「中學為體西學為用」(「清朝掌故彙編內

編」 卷三十九); 算學保留在專門學, 應屬用的

部門。隨後頒布的直省大學堂章程,考慮到小

學堂和中學堂並未普遍設置, 恐無所取才; 所

以設有備齋 (相當於小學堂) 正齋 (相當於中

學堂)。 真正屬高等教育的是專齋。 備齋課程

兩年, 正齋四年; 這兩齋都有算學課程。 備齋

第一年學算術; 第二年學代數與形學 (幾何)。

正齋第一年教形學與圓錐曲線; 第二年教八

線 (三角) 與勾股 (幾何); 第三年教代形合

參 (解析幾何) 測量與微積學; 第四年教代數

根原。 專齋二到四年, 卻有測繪而無算學 (「清

朝掌故彙編內編」 卷三十九)。 可能直省大學

堂把算學視為體, 即基本素養, 所以沒有安
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排珠算, 也不含在專齋的課程裡。 光緒二十七

年, 安徽巡撫鄧華熙疏請廣設算學專門學堂;

他在奏疏中說:「算學一門其用至大, 東西各國

無人不習 · · · 畢業以後, 以之製器, 則分寸無

差; 以之行軍, 則槍砲有準．故各國之士之農

之工之商之兵, 無不知算以為富強之基」(「清

朝掌故彙編內編」 卷四十)。 可見鄧華熙認為

受過算學教育的人, 凡事講求精準, 從事各種

行業, 都能有成就。 換句話說算學一方面授予

求精準的能力;一方面培養講精準的態度。 所

以算學是融合體用的科目。 光緒二十九年頒

布的實業學堂章程, 算術大多安排在豫科; 除

了特別的科目如航海簿記測量等, 本科才設

有算學 (司琦, 民74)。 我們必須注意在本科

和分科所設的數學課程, 名稱上的差異。宣統

二年改訂的小學堂課程, 數學稱為算術, 且含

珠算; 宣統元年的中學課程分為文實兩科;算

學是實科的主修, 文科的通習課程。 學部奏籌

辦分科大學, 包括經、 法、 文、 格致、 農、 工、

商七科 (伍振鷟, 民74), 其中並沒有算學一

科。 幾千年來, 數學一直被當做是 「藝」 的一

門。 在“小學習其事, 大學習其理”的傳統觀念

之下, 數學通常只被畫歸卜卦制曆, 很少有機

會豋上大學的殿堂。 清朝末年, 這種角色已逐

漸改變。 在基層學校, 數學還是一種 『藝』; 在

中學、 職校以及大學預科, 數學則是一門基礎

學科。

八、 結論

中國歷朝數學課程的演變, 有以下三項

特徵: (1) 課程內容改變緩慢。 先秦時期, 以

九數為主要的數學課程內容。 經過七百多年

到魏晉南北朝, 十部算經之中, 除 「緝古算

經」, 其餘九部, 已都出場。 再經過三十多年

到隋唐之交, 王孝通完成 「緝古算經」; 唐朝

將十部算經列為國子監算學的課程內容。 但

是從此以後, 官設學校的數學課程內容, 似乎

少有更張, 只是在算經十書之間取捨。一直到

清末廣方言館, 算經十書仍是課程內容的一

部份。 其間雖有從西方傳進來的數學, 如隋朝

的婆羅門數學, 明朝及清朝前期西方傳教士

引進的數學; 或者民間研究發展出來的, 如沈

括的級數、 楊輝的幻方、 朱世傑的四元術等

等, 我們都沒有找到它們曾進入官學課程的

記載。根據背景猜測,西方數學最早進入官學

課程, 可能是設於康熙五十二年的算學館, 或

設於雍正十二年的旗學。

這些內容, 一直停留在實用的層面上,

沒有進入理論的層次; 形式上則是各別零散

的“術”的壘積, 沒有發展推理論證的架構。 有

些術, 只是因為數目上的巧合 (林炎全, 民

84) 才能使用, 卻被當做一般的方法。 沒有經

過論證, 就無法察覺這種偏差。 甚至對於已知

的錯誤, 也只是在注釋裡說說, 不肯 (敢?) 把

本文修正。 圓周率是一個典型的例子; 儘管劉

歆、 劉徽、祖沖之等老早就已經算出更精密的

圓周率, 現在我們所看到的 「九章算術」、 「周

髀算經」、「孫子算經」 等等, 還是以3為圓周

率。

(2) 算學的階位低。 如 「禮記」 內則所

載, 古代官家小孩, 十歲入小學, 二十歲入大

學。「小學習其事, 大學習其理」, 數學只包含

於小學課程, 大學就不再學算學。 可見數學是
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被當做處理事情的術或藝, 與修身進德無涉。

古代設學校, 以培養順民為主要目的, 德行涵

育是主要的教育內容。 算學被當做一種技術,

勉強敬陪六藝之末。 從漢朝開始以策試取士,

及至隋唐, 科舉興起, 官方設立的學校, 課程

漸以科舉考試為目標。歷朝科考, 算學一科只

是偶而舉辦 , 錄取的員額不多。 即或中舉, 派

官的品級也不高 (「唐書」 百官志)。 自然不會

吸引很多人投入; 官方甚至限制算學學生的

身份。 出身貴族或高品的官家子弟, 是不可進

入算學之門。 「顏氏家訓」 雜藝篇有這樣露骨

的說法: 筭 (算) 術亦是六藝要事。 自古儒士

論天道定律曆皆學通之。 然可以兼明不可以

專業 · · · 。 這種說法, 顯示一般人對數學的

看法是: 做事需要數學, 但是不值得全心投

入研究。至晚清洋務運動, 有許多人開始重視

數學。 但是他們之所以重視數學, 是因為數學

在製器時精準有效。 數學仍只是一種工具, 不

是一門學理; 更無涉修身養性。

這與西方社會大異其趣。 西方早期的文

明, 就已經賦與數字很重要的角色。 畢達哥

拉斯 (Pytagras, 約585∼500 BC) 視數為

實體的要素。柏拉圖在其聚會所的門口,寫有

「不懂幾何者, 不得入此門」 的招牌。 他認為

實體世界生生滅滅, 變動不居, 是因為她不完

美。 完美 (理想) 的世界是永恆的, 循數學原

理設計運行的。這種思想, 使數學成為自然科

學的指引; 並且在宗教的圍城裡, 為自然科學

找到出路。 神依循數學原理創建宇宙, 探索宇

宙運行的數學定律, 彰顯神工的偉大, 是崇拜

神的方式之一, 與研讀聖經一樣重要。

(3) 數學活動的重心, 主要在民間。 在

有科舉制度之前, 官方學校主要的教育對象

是貴族和高官的子弟; 教育的目的在應對能

力的培養和德行節操的涵育; 禮樂詩書是重

點內容。 有科舉制度之後, 官方學校成為科舉

考試的準備班。 在官方的制度裡,算學常常是

天文卜算轄下, 未被重視的一個分支, 興廢無

常。 在這樣的背景裡, 官方所做的數學研究,

自然是少之又少。 相較之下, 民間在數學的創

研, 就活絡得多。 郭世榮曾列舉五十位迄十九

世紀末, 中國較具影響力的天算家; 其中官

學出身的, 只有兩位: 宋朝的賈憲和清朝的明

安圖 (郭世榮,1991)。 算學教育, 也是民間較

官方更活絡。 官方的算學教育, 主要在培養曆

算, 以及卜算的人才, 門路窄而守舊成風 (郭

世榮,1991)。

我們推測這三項特徵, 是由於幾項因素

使然。 首先, 中國歷朝在文化上, 是很封閉

的。 由於周圍國家的文化水準不高, 養成中國

人自大的心態; 以天朝自居, 視四周接壤為蠻

夷。 所以對外來文化, 持鄙視排斥的態度; 歷

朝統治者, 為了能安穩統治, 必須控制人民

的思想; 常採行鎖國政策, 並鼓舞前述態度。

封閉的後果就是窒息。 數學的發展, 最多只能

隨社會變遷的腳步,緩步慢行。 古代中國的數

學, 日常生活實用層面所需的算法發展完成

之後, 就停滯下來。 西方的數學, 發展過程有

很大的不同。 她曾經在不同的發展中心之間

移殖、 轉化; 包括埃及、 巴比侖、 古典希腊、

亞歷山卓、 印度、 阿拉伯、 歐洲。 在不同的發

展中心, 由於不同的民族性和社會需求, 發展

各種不同的領域支系。 例如巴比侖長於代數,

古典希腊則專於幾何, 亞歷山卓發展出代數

幾何和三角學等, 印度、 阿拉伯的記數法現

在已是世界通用的記數法; 傳到歐洲, 又添加
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了解析幾何微積分等。 設若希腊的數學被關

在西腊的領域 (事實上只是在幾個發展中心

) 內, 經過羅馬人長時間的忽視和摧殘 (M.

Kline,1972), 恐怕早被掃進歷史的棄物堆。

其次, 東方務實的民族性, 影響數學發

展的方向。 實務上需要的數學, 多屬數量的,

對於性質方面的探討做得很少; 從未對數學

命題做完全形式的證明, 至多只是用結果實

證 (洪萬生, 民71)。 如句股定理的證明, 用

圖形拼合。缺乏性質方面的認識, 使得中國古

代的數學發展, 往各別的 『術』 鑽研, 而不

能形成一般化的系統。「九章算術」 裡的方錐、

圓錐、 陽馬、 鱉臑都是錐體; 圓亭、 方亭、 芻

甍、 芻童、 曲池、 盤池都是錐臺。 它們的體積

計算, 可以納在一個一般化的方法來處理。 但

是寫在書上的, 卻是各有其術。 用結果實證,

使得數學抽象化成為不可能; 而且會受到數

字巧合的誤導, 以偏概全 (林炎全, 民84)。

既然一般化和抽象化, 都是那麼困難或不可

能, 數學已無自我發展的能力; 最多只能依附

於外在的社會需求, 勉強維持於不墜; 數學課

程內容演變的步調自然緩慢。 蕭文強指出中

國古代的數學有兩個特色: .外塑 (external

stress) 甚過內造 (internal stress);2. 歸納

多過演繹 (蕭文強,1994)。 我們覺得, 既使就

歸納而言, 都做得很少。 中國古代的數學, 大

多保持初生的狀態。

西方世界,都是開放的小國, 甚至只是小

城邦, 無法鎖國自存, 必須面對競爭。 以教育

提升國民的素質, 積貯國力, 是必要的措施。

普遍教育, 在古希腊斯巴達城邦就曾實施。宗

教革命時, 新教主張人人都可以研讀聖經。要

研讀聖經, 自然得先受教育, 使之識字。 路德

主張父母有送子女入學的義務。普遍教育、義

務教育、 強迫教育 的實施, 雖然有待經濟條

件的配合, 但是在西方社會, 它是早就存在的

思想。 工業革命之後,許多國家為了原料和市

場的競爭,鼓勵航海和兵器研製。這些最後都

要歸結到數理教育。一般教育的掌理,遂漸由

教會轉到政府; 加重自然科學的份量, 並用國

家的資源,鼓勵研究 (林玉体, 民77)。這些狀

況, 與中國的歷史場景完全不同。

我們並不認為中國人缺乏抽象演繹的能

力。 春秋時代的 「墨經」 就有豐富的論理內容;

韓愈的嘮騷之作獲麟解, 亦有三段論式的雛

形。 這些苗芽未能繼續成長成為一門學理,除

了前面所說務實的民族性之外, 我們認為還

有下述原因: (1) 科舉制度的影響。 參加科舉

考試, 是古代作官主要的途逕。 使得許多人寒

窗苦讀, 以參加科舉考試為目的。曆算是科考

的冷門, 從事者既少; 且為考試而讀, 自然談

不上研究發展。(2) 儒家提倡忠君, 受到歷代

君王獨寵。儒家讚揚木訥, 對於論辯說理的法

則, 自然棄之如弊履。 不語怪力亂神, 則怪力

亂神難有理清的一天。許行倡君民並耕說,竟

被罵為南蠻鴃舌。 在儒家學說居主流的時候,

新知識與新學說, 是難登大雅之堂。(3) 統治

者思想壓制。 古代帝王常為統治的威權,管制

人民的思想。除了用科舉制度攏絡人才; 倡真

龍天子說以愚民智; 並興文字獄以絕雜思異

說。 歷史上政治勢力衰退, 思想鬆綁的時候,

如春秋戰國和魏晉南北朝, 學術活動最活絡,

創建成果最豐碩。 更不幸的是古代算學歸屬

天文曆法。 觀天象卜國運, 是皇國大事, 一般
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庶民是不得與聞私學的。 例如宋初考選天文

術士, 合格者錄用, 不合格者黥配海島 (「宋

史」 天文志)。

我們很慶幸能生在這個時代．歷史的那

些陰霾, 已經離開很遠, 不再威脅我們。 現在

訊息交流便捷, 幾乎沒有國界之分; 思想多元

開放, 了無禁忌; 國家獎勵研究, 不遺餘力。

而且教育已經成為一門科學。 數學課程的制

訂, 需要根據各種理論, 動員各方專家。 精心

編寫, 經年試用改進, 最後才普遍實施。 我們

的學生應該都能適應裕如, 享受快樂的學習;

不是嗎?
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