
試算表與完全數的探究
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1. 引言

隨著電腦科技及軟件的發展, 利用電

腦代數系統或試算表進行數學教學、 探究或

解難已逐漸受到教育界的重視 (參考 [1]、

[2]、[3])。 相信讀者亦會同意, 利用電腦軟件

代替人手去執行繁複的運算, 會節省很多時

間, 讓學習者的注意力可以集中在數學概念

的學習或探究本身。 當然, 在現今科技發展迅

速的時代, 電腦在運算速度和儲存數據方面

仍然有不少的限制 (limitations), 未能完全

取替人類的邏輯思考和演繹推理的部份, 所

以當前教育界強調的電腦輔助教學中, 老師

或家長仍然要扮演一個重要的角色, 就是一

個有清晰教學目標和明瞭學生學習程度的指

導者 (instructor) 及催化學習者 (facilita-

tor)。

本文旨在向讀者介紹如何利用 Micro-

soft Excel 探究 「完全數」(Perfect Num-

bers) 的性質、 認識何謂麥爽數 (Mersenne

Numbers)、 了解當今大型電腦尋找麥爽質

數的方法、 和認識試算表在運算上的一些限

制, 希望為有興趣利用試算表進行數學教學

的師長或探究的朋友提供一個參考示例, 日

後能製作更多更佳的電腦輔助學習數學軟件,

是本文作者的最大目的。

2. 觀察自然數的因數之和

本節會介紹如何引導學生觀察自然數的

因數之和, 從而歸納出某類自然數的一些有

趣性質, 為認識完全數打好基礎。

探究活動:

步驟 (一): 用滑鼠指向 「觀察」 標籤並單擊,

畫面會轉置到工作紙 「觀察」, 如圖一。 先在

儲存格 B2 任意鍵入一個自然數, 例如 28,

那麼這個數的所有正因數都會在 F4儲存格

以下自動出現, 最後在 F1格出現的數字便是

所有小於該鍵入自然數的正因數之和。

圖一

提問: 請問這個和是否等於鍵入之自然數?

(答案: 是。)
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步驟 (二): 試逐次鍵入 1 至 30 範圍以內的自然數, 重複上述步驟並完成下表。

鍵入的數 因數之和 鍵入的數 因數之和

(不包括鍵入的數本身) (不包括鍵入的數本身)

1 16

2 17

3 18

4 19

5 20

6 21

7 22

8 23

9 24

10 25

11 26

12 27

13 28

14 29

15 30

表一

3. 歸納定義

基於表一的結果, 教師可以引導學生為

「完全數」 下定義。

探究活動:

步驟 (一): 試利用表一的結果, 觀察 1 至 30

以內有那些自然數剛好等於所有比它少的正

因數之和。

提問: 請寫出這些數字, 並嘗試為這類自然數

命名。

(答案: 6 和 28。)

教師講述:

早在古希臘時代, 哲學家柏拉圖 (Pla-

to) 已在他的著作 《理想國》 裡提出了 「完

全數」 (Perfect Numbers) 這個概念, 因為

古希臘人心目中最理想、 最完全的正整數是

恰好等於這個數的所有因數 (本身除外) 相

加。 他們認為這些完全數具有神秘的意義, 能

夠反映宇宙的和諧。 當時的希臘數學家發現

的完全數共有 4 個, 包括 6、 28、 496 和

8128。 到1456年, 才發現了第 5 個完全數

33550336, 可謂進展緩慢。 直至 1996 年為

止, 藉著大型電腦的幫助, 尋找到的完全數亦

僅有 35 個, 而且都是偶數。
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4. 觀察偶完全數的形式

基於上述的探究活動及表一的結果, 教

師可以再進一步引進下列的探究活動, 希望

學生能自行歸納出偶完全數的一般形式。

探究活動:

步驟 (一): 用滑鼠指向 「歸納」 標籤並單擊,

畫面會轉置到工作紙 「歸納」。 在儲存格 B2

鍵入一個 1000 以內的自然數, 如圖二。 試

觀察 F 、G、H 欄出現之完全數的因數分解式,

並嘗試歸納偶完全數出現的一般形式。

圖二

提問: 請描述遇完全數之一般形式。

(答案: 2n−1(2n
− 1), 其中 n 為自然

數。)

步驟 (二): 用滑鼠指向 「探究一」 標籤並單

擊, 畫面會轉置到工作紙 「探究一」, 如圖三。

先選擇 C4 至 E4 範圍, 將滑鼠放在 E4 右

下角十字處, 然後按滑鼠左鍵向下拖曳至儲

存格 E10 並放手。 在儲存 D4 欄至 D10 會

自動顯示 2n−1(2n
− 1) 是否完全數, 而在儲

存格 E4 至 E10 會自動顯示 n 是否質數。

試觀察 D 欄及 E 欄顯示之結果。

圖三

提問: 試歸納 n 是甚麼數的時候,2n−1(2n
−

1) 有可能是完全數?

(答案: 質數。)

步驟 (三): 用滑鼠指向 「探究二」 標籤並

單擊, 畫面會轉置到工作紙 「探究二」, 如圖

四。 先選擇 C4 至 E4 範圍, 將滑鼠放在

E4 右下角十字處, 然後按滑鼠左鍵向下拖曳

至儲存格 E10 並放手。 試觀察 D 欄及 E 欄

顯示之結果。

圖四
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提問: 請問 n 是質數的時候, 2n−1(2n
− 1)

是否一定是完全數?

(答案: 否。 例如: 當 n = 11 時,

210(211
− 1) 並不是完全數。)

5. 尋找麥爽質數

在進一步的探究活動之前, 教師先敘述

一些經典的結果, 讓學習者了解偶完全數和

麥爽質數的關係, 及尋找麥爽質數的方法。

教師講述:

歐拉定理: 凡偶完全數都是以下面的形

式出現: 2n−1(2n
− 1), 其中 2n

− 1 是質數。

另外, 數學家亦証明了以下的定理:

定理: 如果 2n
− 1 是質數, 那麼 n 必

定是質數。

但是要注意, 當 n 是質數時, 2n
−

1 不一定是質數。 因此要尋找偶完全數就變

成找某一些質數 n, 使得 2n
− 1 是一

個質數。 我們稱形如 M
n

= 2n
− 1 的

數為麥爽數 (Mersenne Numbers)。 麥爽

(M.Mersenne 1588-1648) 是法國巴黎的一

個神學家及數學家, 他是最早尋找麥爽質數

的人。 直至十八世紀, 已經驗證是質數的麥爽

數有 8 個, 分別當 n 等 2、 3、 5、 7、 13、 17、

19 和 31 的時候。 1978年底, 美國加洲兩個

大學生利用電腦證明了 221701
− 1 (即第 25

個麥爽質數) 是質數。 直到1996年為止, 共

發現了 35 個麥爽質數 (第35個麥爽質數是

21398269
− 1), 也是透過紹級電腦的幫助及長

時間的運算而尋找得到的。

探究活動:

步驟 (一): 用滑鼠指向 「麥爽數」 標籤並單

擊, 畫面會轉置到工作紙 「麥爽數」, 如圖五。

用滑鼠指向儲存格 C4 並拖曳至儲存格 D4,

然後下拉至儲存格 D18。 試觀察當 n 在 1

至 50 範圍以內時, 有多少個麥爽數 M
n

是

質數?

圖五

6. 探究完全數的有趣性質

完全數有很多有趣的性質, 教師可以引

導學生加以探究。 以下是其中一個例子:

探究活動:

步驟 (一): 用滑鼠指向 「性質」 標籤並單

擊, 畫面會轉置到工作紙 「性質」, 如圖六。

請在儲存格 A2 鍵入一個已知的偶完全數 (

1 − 1000 範圍以內)。 儲存格 C1 會自動顯

示這個偶完全數的質因數。 試觀察畫面中央

的長方形, 並回答以下的問題:
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圖六

提問: 請問圖中顯示的長方形面積與鍵入之

偶完全數有甚麼關係?

(答案: 等於該偶完全數的兩倍。)

提問: 圖中顯示的三角形面積與鍵入之偶完

全數有甚麼關係?

(答案: 兩者相等。)

提問: 偶完全數是否一定是三角形數? 試給

予解釋。

(答案: 是。 因為 2n−1(2n
− 1) 可以

m(m+1)/2 的形式表示, 其中 m = 2n
−1。)

7. 總結及討論

本文旨在介紹如何利用 Microsoft Ex-

cel 去引導學生探究完全數的基本性質、 認識

何謂麥爽數, 並了解尋找完全數在歷史上的

進展過程。 教師在設計此類型的試算表工作

紙的時候, 有幾點原則值得注意: (1) 教材設

計要符合學生的數學學習程度, 避免過深或

過淺; (2) 儘量引導學生自己發現數學概念,

取替教師直述定義的模式; (3) 善用試算表的

計算及繪圖功能, 增加學生學習時的互動性

(Interactivness) 和趣味性;(4) 在適當時候

使用試算表的巨集 (Macro), 減省學生繁複

的輸入指令 (Input commands), 讓學生的

注意力可以集中在數學概念的學習或探究本

身。

以下是與本文相關的一些補充資料, 供

讀者參考之用:

討論 (一):

目前第 9 個麥爽質數 261
−1, 在 Win-

dows 3.1 版本下運作的 Excel 5.0會誤算出

它是合成數。 這是由於 Excel 的內儲整數位

值的限制, 所以任何大於 249
− 1 的質數都

不可能被正確試驗出。 因此 Excel 5.0只能

有限地應用於課堂中作為探究的工具, 某些

需要多位值的數字運算必須依賴另一類高計

算軟件幫助, 例如 Maple 或 Mathematica

之類的電腦代數系統。 以檢驗麥爽質數為例,

Excel 5.0只能準確計算到第 8 個麥爽質數

231
−1, 而 Maple1 可以在小於兩分鐘內計算

到第 14 個麥爽質數 2607
−1, 其位數 (num-

ber of digits) 有 183 位。 如果測試時間延長

至 30 鐘, Maple 亦可以準確計算到第 33 個

麥爽質數 2859433
−1。 有興趣的讀者可以參加

國際網絡 Internet 上的 GIMPS(Great In-

ternet Mersenne Prime Search) 的義工,

共同尋找新的麥爽質數。

討論 (二):

1測試是在 Pentium 133MHz (48Mb RAM) 的微型電腦上進行。
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在工作紙 「麥爽數」 中, 我們曾經運用

到一個自設的函數 isprime, 其算法 (algo-

rithm) 是應用了愛氏篩原理。 有興趣的讀者

可以參考基本的數論著作 (例如:[4]、[5]) 或

專門討論算法的書籍 (例如:[6])。

討論 (三):

現今所找到的完全數都是偶數, 會不會

有奇完全數存在呢? 至今還沒有人能回答。

不過, 有數學家曾經證明到: 「如果存在奇完

全數, 它必定大過 10300, 且最少有 8 個不同

的質因子。」 由此看來, 單靠筆算是不可能找

出一個奇完全數的!

討論 (四):

偶完全數是否有無限多個, 至今仍然是

個謎? 現今找到的偶完全數 M
n

僅有 33

個。 利用電腦代數系統 Maple 的幫助, 可以

在30分鐘內計算到首 33 個偶完全數, 其 n

之對應值為 2、 3、 5、 7、 13、 17、 19、 31、

61、 89、 107、 127、 521、 607、 1279、 2203、

2281、 3217、 4253、 4423、 9689、 9941、

11213、 19937、 21701、 23209、 44497、

86243、 110503、 132049、 216091、 756839

及 859433。
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