
『數學? 數學!』 演講系列:

連分式與反面問題

演講人 : 沈昭亮

時 間 : 民國九十一年十一月十三日

地 點 : 清華大學 (數學系 101 教室)

在上一次 「秋風夜雨—話蚯蚓, 談連分數」 的演講中, 我介紹了關於實數的簡單連分數展

開式的一些基本性質與相關問題。 其中, 有關於有理數的連分數展開與行列式為 ±1 的二階整

數矩陣的 「分解因式」 之間的關係, 除了在數論上有其應用之外, 在其他領域上, 也有一些重要

的應用。 今天, 我要介紹的就是 “簡單連分式展開” 這種方法的諸多應用的一種: “矩陣固有值

問題的反面問題”, 其背景是所謂的有限層 「Stieltjes 連分式」, 其形式如

l0 +
1

m1x +
1

. . . 1

mn + 1
ln

, (1)

其中 l0, m1, l1, . . . , mn, ln 皆是正數。

「Stieltjes 連分式」 很像 “簡單連分數”, 最早出現在 Stieltjes 的作品中 (見參考資料 [1]),

用來研究半線 [0,∞) 上的 moment problem。 Stieltjes 連分式有很多精彩的性質與問題, 但

在這次演講中, 我只能介紹少數幾種。 在本文的第一節, 我將介紹 「符號型簡單連分式」 的一些

基本性質; 在第二節, 我將介紹 Stieltjes 連分式的基本性質; 而在第三節, 我將運用 Stieltjes

連分式的基本理論, 去討論一個與 Stieltjes 弦方程式有關的反面問題。

1. 符號型簡單連分式 (Symbolic Simple Continued
Fraction)

為了方便往後的介紹, 我將以 <a0, a1, . . . , an > 表示符號型簡單連分式 (symbolic sim-

ple continued fraction)

35
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Pn

Qn

= a0 +
1

a1 +
1

.. . + 1
an

(1.1)

通分後的分子 Pn, 並將連分式 (1.1) 記作 [a0; a1, . . . , an] 以節省空間。 如此, 顯然

Qn = <a1, . . . , an >,

[a0; a1, . . . , an] =
<a0, a1, . . . , an >

<a1, . . . , an >
.

Lemma 1.1. 設 a0, a1, . . . , an 為一符號列, 則

<a0, a1, . . . , an > = <an, an−1, . . . , a0 > .

證明:




Pn Pn−1

Qn Qn−1



=





a0 1

1 0



 · · ·





an 1

1 0





=⇒




Pn Qn

Pn−1 Qn−1



=





an 1

1 0



 · · ·





a0 1

1 0



 (1.2)

所以

Pn = <a0, . . . , an > = <an, . . . , a0 > .

對符號型簡單連分式 [a0; · · ·an], 我們可將





Pn Pn−1

Qn Qn−1



 表示如下:





Pn Pn−1

Qn Qn−1



 =





<a0, . . . , an > <a0, . . . , an−1 >

<a1, . . . , an > <a1, . . . , an−1 >



 .

則因

Pn = anPn−1 + Pn−2,

我們有以下公式:

<a0, a1, . . . , an > = <a0, a1, . . . , an−1 > an+ <a0, a1, . . . , an−2 > (1.3)

運用如 (1.2) 式的矩陣分解, 我們可以對 (1.3) 式作以下推廣:



連分式與反面問題 37

Lemma 1.2. 予符號 a1, . . . , am+r, 則

<a1, . . . , am+r >

= <a1, . . . , am ><am+1, . . . , am+r > + <a1, . . . , am−1 ><am+2, . . . , am+r > . (1.4)

證明: 因為,






<a1, . . . , am+r > <a1, . . . , am+r−1 >

<a2, . . . , am+r > <a2, . . . , am+r−1 >







=











a1 1

1 0



 · · ·





am 1

1 0





















am+1 1

1 0



 · · ·





am+r 1

1 0











=







<a1, . . . , am > <a1, . . . , am−1>

<a2, . . . , am > <a2, . . . , am−1>













<am+1, . . . , am+r > <am+1, . . . , am+r−1>

<am+2, . . . , am+r > <am+2, . . . , am+r−1>







=





<a1, . . . , am ><am+1, . . . , am+r > + <a1, . . . , am−1 ><am+2, . . . , am+r > ∗

∗ ∗



,

比較前後兩方陣的 (1, 1) 位置, 即得 (4) 式。

Lemma 1.3. 設 m 6= 0, 則

(i) <ma1,
a2

m
, ma3,

a4

m
, . . . , ma2n−1,

a2n

m
> = <a1, . . . , a2n >,

(ii) <ma1,
a2

m
, ma3, . . . , ma2n−1 > = m <a1, . . . , a2n−1 >.

證明: < ma1 > 是 ma1 的分子, 即有 < ma1 > = m < a1 >。 而 < ma1,
a2

m
> 是

ma1 + 1
a2

m

= a1a2+1
a2

m

的分子, 故有 <ma1,
a2

m
> = <a1, a2 >。 其餘各狀況可透過數學歸納法,

並使用 Lemma 1.2 證明之。

除了以上的基本性質之外, 我們也不要忘記下列關係式:

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n+1, (1.5)

也就是說:

<a0, a1, . . . , an ><a1, . . . , an−1 > − <a0, . . . , an−1 ><a1, . . . , an > = (−1)n+1. (1.6)
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2. Stieltjes 連分式

有限層 Stieltjes 連分式來自兩個同次, 而其零根具有某種關係的 n 次實係數多項式 P (x)

與 Q(x), 透過類似於輾轉相除法的過程, 將分式
P (x)
Q(x)

展開而得的。 為了瞭解其推導過程, 我們

證明以下的兩個輔助定理。

Lemma 2.1. 設

0 < µ1 < λ1 < µ2 < λ2 < · · · < µn < λn. (2.1)

令

P (x) −
n
∏

j=1

(x + λj), Q(x) −
n
∏

j=1

(x + µj),

R(x) = P (x) − Q(x). (2.2)

則

(i) R(x) 是 n − 1 次多項式;

(ii) R(x) 的零根皆為負數, 而且都是單根;

(iii) 若以 −τ1, −τ2, . . . ,−τn−1 表示 R(x) 的零根, τ1 < · · · < τn, 則 λi, µj, τk 有以下關

係:

µ1 < λ1 < τ1 < µ2 < λ2 < τ2 < · · · < µn−1 < λn−1 < τn−1 < µn < λn. (2.3)

證明: 若令

σ1 =
n
∑

j=1

λj , σ̃1 =
n
∑

j=1

µj ,

則由 (2.1) 得知: σ1 − σ̃1 > 0, 也因此得知 R(x) 是 n − 1 次多項式。

由 (2.1) 得知: 若以 signP (x∗) 表示 p(x∗) 的符號, 則有

signP (−µj) = (−1)j−1, signQ(−λj) = (−1)j . (2.4)

而因 (2.2) 式得知

R(−µj) = P (−µj), j = 1, . . . , n, (2.5)

R(−λj) = −Q(−λj), j = 1, . . . , n. (2.6)

所以, 由 (2.4) 與 (2.5) 得知, R(x) 在每一個區間 (−µj+1,−µj) 內有一個零根; 由 (2.4) 與

(2.5) 得知, R(x) 在每一個區間 (−λj+1,−λj) 內有一零根。 j = 1, . . . , n− 1, 所以 R(x) 的

零根皆負, 皆為單根, 而且 (2.3) 成立。
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Lemma 2.2. 設

0 < µ1 < τ1 < µ2 < τ2 < · · · < µn−1 < τn−1 < µn. (2.7)

令

Q(x) =
n
∏

j=1

(x + µj), R(x) =
n−1
∏

k=1

(x + τk),

S(x) = Q(x) − xR(x). (2.8)

則

(i) S(x) 是 n − 1 次多項式,

(ii) S(x) 的零根皆為負數, 而且是單根,

(iii) 若以 −η1, −η2, . . . ,−ηn−1 表示 S(x) 的零根, 其中 η1 < · · · < ηn−1, 則 ηi, µj 與 τk

有以下關係:

µ1 < η1 < τ1 < µ2 < η2 < τ2 < · · · < µn−1 < ηn−1 < τn−1 < µn (2.9)

證明: 令

σ̃1 =
n
∑

j=1

µj , σ̂1 =
n−1
∑

k=1

τk.

則由 (2.7) 得知

σ̃1 > σ̂1. (2.10)

因為

Q(x) = xn + σ1x
n−1 + 低階項

xR(x) = xn + σ̂1x
n−1 + 低階項,

所以由 (2.10) 得知 S(x) = Q(x)−xR(x) 是 n−1 次多項式, 而且 S(x) 的領導係數 σ1−σ̂1

是正數。

關於 S(x) 的零根, 我們注意到, 透過 (2.8) 式以及關係式 (2.7), 可以推導出下列式子:

signQ(−τj) = (−1)j, (2.11)

signR(−µj) = (−1)j+1, (2.12)

S(0) = Q(0) > 0, (2.13)

S(−τj) = Q(−τj), (2.14)

S(−µj) = µjR(−µj). (2.15)
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藉由 (2.11)-(2.15), 並利用中間值定理, 便可證明 (ii)、(iii) 兩項關於 S(x) 以及其零根的敘

述。

運用 Lemma 2.1 和 Lemma 2.2, 不難證明下列定理:

定理 2.3. 設

0 < µ1 < λ1 < µ2 < · · · < µn < λn.

令

P2n(x) =
n
∏

j=1

(1 +
x

λj

), Q2n(x) =
n
∏

j=1

(x +
x

µj

),

則分式
P (x)
Q(x)

可以展開成如下的連分式:

P (x)

Q(x)
= l0 +

1

m1x +
1

l1 + 1

...

= [l0; m1x, l1, . . . , mnx, ln],

1

mnx + 1
ln

其中 l0, . . . , ln, m1, . . . , mn 皆是正數。

例題. 令 P (x) = (1 + x
2
)(1 + x

4
)(1 + x

6
), Q(x) = (1 + x)(1 + x

3
)(1 + x

5
), 則

P (x)
Q(x)

= [ 5
16

; 16
15

x, 15
32

, 32
15

x, 3
16

, 32
3
x, 1

32
]。

這個定理告訴我們: 如果 (λj)
n
j=1, (µj)

n
j=1 符合 (2.1) 的不等式, 則

P2n(x)
Q2n(x)

可以展開成

一個如 (1) 式的 Stieltjes 連分式。 定理 2.3 的詳細證明可以在參考資料 [2] 的 Supplement

II 找到, 在此不再重覆。

講到這裡, 我們應該要問一個與定理 2.3 有關的問題: 設 l0, l1, . . . , ln, m1, . . . , mn 是

2n + 1 個正數。 以
P2n(x)
Q2n(x)

表示 Stieltjes 連分式 [l0; m1x, l1, . . . , mnx, ln] 依照 (1.2) 的規

則化簡而得的分式:

P0(x) = l0, P1(x) = m1xP0(x) + 1, . . . , P2k−1(x) = mkxP2k−2(x) + P2k−3,

P2k(x) = lkP2k−1(x) + P2k−2(x),

Q0(x) = 1, Q1(x) = m1x, . . . , Q2k−1(x) = mkxQ2k−2(x) + Q2k−3(x),

Q2k(x) = lkQ2k−1(x) + Q2k−2(x). (2.16)

也就是說:

P2n(x) = <l0, m1x, . . . , mnx, ln >,

Q2n(x) = <m1x, . . . , mnx, ln > .
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我們能不能斷言:

(I) P2n(x) 和 Q2n(x) 都是 n 次多項式,

(II) P2n(x) 和 Q2n(x) 的零根都是負數, 都是單根, 而且它們的零根變號後滿足 (2.1) 的關

係?

上列敘述 (I) 不難證明 — 透過遞迴關係式 (2.16) 去運用數學歸納法便能辦到。

關於問題 (II), 我們作以下觀察: 首先, Lemma 1.1 告訴我們:

P2n(x) = <l0, m1x, . . . , mnx, ln >

也可表為

P2n(x) = <ln, mnx, ln−1, . . . , m1x, l0 > . (2.17)

而

Q2n(x) = <m1x, l1, . . . , mnx, ln >,

Q2n(x) = <ln, mnx, ln−1, . . . , m1x> . (2.18)

比較 (2.17) 與 (2.18), 我們發現: Q2n(x) 是 Stieltjes 連分式 [ln; mnx, ln−1, . . . , m1x, l0]

的 P2n−1(x)。 所以要回答問題 (II), 我們只要能證明依 (2.16) 的關係所定義的 P2k(x) 與

P2k−1(x) 的零根皆為負數, 而且符合類似 (2.1) 的關係不等式即可。

P1(x) = l0m1x + 1, P2(x) = l0l1m1x + (l0 + l1), 令 P1(x) 的零根為 −µ
(1)
1 , P2(x)

的零根為 −λ
(1)
1 , 則

−µ
(1)
1 = −

1

m1
·

1

l0
, −λ

(1)
1 = −

1

m1

(

1

l0
+

1

l1

)

.

顯然有關係式 0 < µ
(1)
1 < λ

(1)
1 。 假設我們已知 P2k−2(x) 和 P2k−3(x) 都是 k − 1 次多

項式, 其零根皆為負數, 為單根, 而且當令 −µ
(k−1)
1 , . . . ,−µ

(k−1)
k−1 表 P2k−3(x) 的零根, 令

−λ
(k−1)
1 , . . . ,−λ

(k−1)
k−1 表 P2k−2(x) 的零根, 其中 µ

(k−1)
1 < µ

(k−1)
2 < · · · < µ

(k−1)
k−1 , λ

(k−1)
1 <

· · · < λ
(k−1)
k−1 , 並滿足關係式

0 < µ
(k−1)
1 < λ

(k−1)
1 < µ

(k−1)
2 < · · · < µ

(k−1)
k−1 < λ

(k−1)
k−1 . (2.19)

則因

P2k−1(x) = mkxP2k−2(x) + P2k−3(x), (2.20.1)

P2k(x) = lkP2k−1(x) + P2k−2(x) = (lkmkx + 1)P2k−2(x) + lkP2k−3(x), (2.20.2)
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注意到 P2k−2, P2k−3 各項係數皆正。 由 (2.19) 以及 (2.20.1) 我們有下列關係式:































































































P2k−1(0) > 0,

P2k−1(−µ
(k−1)
1 ) = −mkµ

(k−1)
1 P2k−2(−µ

(k−1)
1 ) < 0,

P2k−1(−λ
(k−1)
1 ) = P2k−3(−λ

(k−1)
1 ) < 0,

P2k−1(−µ
(k−1)
2 ) = −mkµ

(k−1)
2 P2k−2(−µ

(k−1)
2 ) > 0,

P2k−1(−λ
(k−1)
2 ) = P2k−3(−λ

(k−1)
2 ) > 0,

...

P2k−1(−µ
(k−1)
k−1 ) = −mkµ

(k−1)
k−1 P2k−2(−µ

(k−1)
k−1 ), sign = (−1)k−1,

P2k−1(−λ
(k−1)
k−1 ) = P2k−3(−λ

(k−1)
k−1 ), sign = (−1)k−1,

signP2k−1(x) = (−1)k, x → −∞.

(2.21)

利用 (2.21) 以及中間值定理, 我們可以發現 P2k−1(x) 的零根皆為負數, 且皆為單根。 若令它

們以 −µ
(k)
1 , . . . ,−µ

(k)
k 表示, 則

0 < µ
(k)
1 < µ

(k−1)
1 < λ

(k−1)
1 < µ

(k)
2 < µ

(k−1)
2 < λ

(k−1)
2 < · · · < µ

(k)
k−1< µ

(k−1)
k−1 < λ

(k−1)
k−1 < µ

(k)
k .

(2.22)

利用 (2.20.2) 以及 (2.22), 我們有下列關係式:














































































































P2k(−µ
(k)
1 ) = P2k−2(−µ

(k)
1 ) > 0,

P2k(−λ
(k−1)
1 ) = lkP2k−1(−λ

(k−1)
1 ) < 0,

P2k(−µ
(k)
2 ) = P2k−2(−µ

(k)
2 ) < 0,

P2k(−λ
(k−1)
2 ) = lkP2k−1(−λ

(k−1)
2 ) > 0,

P2k(−µ
(k)
3 ) = P2k−2(−µ

(k)
3 ) > 0,

...

P2k(−µ
(k)
k−1) = P2k−2(−µ

(k)
k−1), sign = (−1)k−2,

P2k(−λ
(k−1)
k−1 ) = lkP2k−1(−λ

(k−1)
k−1 ), sign = (−1)k−1,

P2k(−µ
(k)
k ) = P2k−1(−µ

(k)
k ), sign = (−1)k−1,

signP2k(x) = (−1)k, x → ∞.

(2.23)

利用 (2.23), 以及中間值定理, 我們發現: P2k(x) 在區間 (−λ
(k−1)
1 ,−µ

(k)
1 ), (−λ

(k−1)
2 ,−µ

(k)
2 ),

. . . , (−λ
(k−1)
k−1 ,−µ

(k)
k−1), 以及 (−∞,−µ

(k)
k ) 內各有一個零根, 分別令為 −λ

(k)
1 , −λ

(k)
2 , . . . ,

−λ
(k)
k 。 注意到 λ

(k)
i 與 µ

(k)
j 顯然符合關係式

µ
(k)
1 < λ

(k)
1 < · · · < µ

(k)
k < λ

(k)
k .
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依據以上討論, 我們得到下列定理:

定理 2.4. 設 l0, l1, . . . , ln, m1, . . . , mn 是 2n + 1 個正數, 設

P2n(x)

Q2n(x)
= [l0; m1x, l1, m2x, . . . , mnx, ln],

其中 P2n(x) 與 Q2n(x) 由遞迴關係 (2.16) 所決定, 則

(i) P2n(x) 與 Q2n(x) 皆是 n 次正係數多項式。

(ii) P2n(x) 與 Q2n(x) 的零根皆為負數, 都是單根, 而且當令 −λ
(n)
1 > · · · > −λ(n)

n 表示

P2n(x) 的零根, 令 −µ
(n)
1 > · · · > −µ(n)

n 表示 Q2n(x) 的零根, 則 λ
(n)
j 與 µ

(n)
k 有下列

關係:

0 < µ
(n)
1 < λ

(n)
1 < · · · < µ(n)

n < λ(n)
n .

下面是一個有意思的定理, 它可以告訴我們 P2n 與 Q2n 的長像。

定理 2.5. 設 l0, l1, . . . , ln, m1, . . . , mn 皆為正數,

P2n(x)

Q2n(x)
= [l0; m1x, l1, . . . , mnx, ln].

則

l0 + · · · + ln = P2n(0), Q2n(0) = 1. (2.24)

證明: 已知:




P2n(x) P2n−1(x)

Q2n(x) Q2n−1(x)



 =





l0 1

1 0









m1x 1

1 0



 · · ·





mnx 1

1 0









ln 1

1 0



 . (2.25)

代 x = 0 入 (2.25), 並利用公式





l 1

1 0









0 1

1 0



 =





1 l

0 1



, 得





P2n(0) P2n−1(0)

Q2n(0) Q2n−1(0)



=





l0 1

1 0









0 1

1 0









l1 1

1 0



 · · ·





ln−1 1

1 0









0 1

1 0









ln 1

1 0





=





1 l0

0 1









1 l1

0 1



 · · ·





1 ln−1

0 1









ln 1

1 0





=





1 l0 + l1 + · · ·+ ln−1

0 1









ln 1

1 0





=





∑n
j=0 lj 1

1 0




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即: P2n(0) =
∑n

j=0 lj, Q2n(0) = 1。

由前述定理得知: 若令 P2n(x), Q2n(x) 的零根分別為 −λj , −µj , j = 1, . . . , n,

0 < µ1 < λ1 < µ2 < λ2 < · · · < µn < λn,

則 P2n, Q2n 可分別表示如下:






P2n(x) =
(

∑n
j=0 lj

)

∏n
j=1

(

1 + x
λj

)

,

Q2n(x) =
∏n

j=1

(

1 + x
µj

)

.
(2.26)

上述定理 2.5, 以及以下的定理 2.6, 對 Stieltjes 連分式的理論, 在反面問題的應用上很重要,

定理 2.6 出現於 M. Krěin 在1951年發表的一篇文章中 (見參考資料 [3])。 由於該論文是俄

文寫的, 而我不懂俄文, 所以以下定理的證明, 只好自已去想。

定理 2.6. 設 P2n(x), Q2n(x), 同定理 2.5, 並設 Q2n(x) 的零根為 −µ1, . . . ,−µn, 則

Stieltjes 連分式中 m1, . . . , mn 之和與 P2n, Q2n 之間, 有下列關係式:

m1 + · · · + mn =
n
∑

j=1

1

µ2
jP2n(−µj)Q

′

2n(−µj)
. (2.27)

證明: 令

P̃2n(x) = xP2n(x), Q̃2n(x) = Q2n(x).

則由 Lemma 1.3 得知

P̃2n(x) = x <l0; m1x, l1, . . . , mnx, ln > = <l0x, m1, l1x, . . . , mn, lnx>,

Q2n(x) = <m1x, l1, . . . , mnx, ln > = <m1, l1n, . . . , mn, lnx>,

亦即
P̃2n(x)

Q̃2n(x)
= [l0x, m1, . . . , mn, lnx],





P̃2n(x) P̃2n−1(x)

Q̃2n(x) Q̃2n−1(x)



 =





l0x 1

1 0









m1 1

1 0



 · · ·





mn 1

1 0









lnx 1

1 0



 . (2.28)

若代 x = 0 入 (2.28) 式, 並運用公式





0 1

1 0









m 1

1 0



 =





1 0

m 1



, 則得下列公式:





P̃2n(0) P̃2n−1(0)

Q̃2n(0) Q̃2n−1(0)



 =





1 0
∑n

j=1 mj 1









0 1

1 0



 =





0 1

1
∑n

j=1 mj



 . (2.29)
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也應注意到: 由 Lemma 1.3 得知

P̃2n−1(x) = <l0x, m1, . . . , ln−1x, mn >

= <l0, m1x, . . . , ln−1, mnx> = P2n−1(x), (2.30)

Q̃2n−1(x) = <m1, l1x, m2, l2x, . . . , mn >

=
1

x
<m1x, l1, m2x, l2, . . . , mnx> =

1

x
Q2n−1(x). (2.31)

從 (2.29) 得知:
n
∑

j=1

mj =
Q̃2n−1(0)

Q2n(0)
. (2.32)

另外, 從流數理論, 得知

Q̃2n−1(x)

Q2n(x)
=

n
∑

j=1

Q̃2n−1(−µj)

(x + µj)Q
′

2n(−µj)
.

再由公式

P̃2n(x)Q̃2n−1 − P̃2n−1Q̃2n = −1

得

−µjP2n(−µj)Q̃2n−1(−µj) = −1,

因此, 我們有

Q̃2n−1(x)

Q2n(x)
=

n
∑

j=1

1

µj(x + µj)Q′

2n(−µj)P2n(−µj)
. (2.33)

在 (2.33) 中令 x → 0, 則由 (2.32) 可得 (2.27)。

3. Stieltjes 連分式與反面問題

設 l0,, l1, . . . , ln, m1, . . . , mn 是 2n + 1 個正數。 令

P2n(x)

Q2n(x)
= [l0, m1x, l1, m2x, . . . , mnx, ln].

並設 −λ1, −λ2, . . . ,−λn 表示 P2n(x) 的零根, 其中 λ1 < · · · < λn。 注意到: 透過關係式

P2k−1(x) = mkxP2k−2 + P2k−3(x),

P2k(x) = lkP2k−1(x) + P2k−2(x),
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我們發現下列等式: (k = 1, 2, . . . , n),

−
P2k−4(x)

lk−1

+

(

1

lk−1

+
1

lk

)

P2k−2(x) −
P2k(x)

lk
= −mkxP2k−2(x), (3.1)

此處我們假定 P−2 = 0。 當 x = −λj, 由 (3.1) 式我們發現:





















1
l0

+ 1
l1

− 1
l1

− 1
l1

1
l1

+ 1
l2

− 1
l2

− 1
ln−1

− 1
ln−1

1
ln−1

+ 1
ln







































P0(−λj)

P2(−λj)
...

P2m−2(−λj)



















= λj















m1

···

mn

































P0(−λj)

P2(−λj)
...

P2n−2(−λj)



















(3.2)

. . . . . . . . .

. . . . . .

. . .

我們把 (3.2) 式中左邊所出現的 n × n 對稱方陣記作 S(l0, . . . , ln) = [αi,j ], αi,j 如下:

αj,j =
1

lj−1
+

1

lj
,

αj,j+1 = αj+1,j = −
1

lj
,

而當 |i − j| ≥ 2 時, αi,j = 0。 將 (3.2) 左邊所出現的對角方陣記作 M(m1, . . . , mn)。 如此

一來, (3.2) 式告訴我們:

定理 3.1. 設 l0, l1, . . . , ln, m1, . . . , mn 為 2n+1個正數, P2n(x)
Q2n(x)

=[l0; m1x, . . . , mnx, ln],

而 −λ1, . . . ,−λn 表示 P2n(x) 的零根, 則 λ1, . . . , λn 是下列固有值問題的固有值:

S(l0, . . . , ln)~v = λM(m1, . . . , mn)~v, (3.3)

而向量 (P0(−λj), P2(−λj), . . . , P2n−2(−λj)) 是 (3.3) 對應於固有值 λj 的固有向量。

我們把方程式 (3.3) 稱作由長為 l0, l1, . . . , ln 的弦, 依照下列順序: l0, m1, l1, m2, . . . ,

ln−1, mn, ln, 串 n 個質量為 m1, . . . , mn 的質點, 而兩邊固定的 「Stieltjes 弦方程式」,
∑n

j=0 lj

為其弦長。 「Stieltjes 弦方程」 可視為我在 「數學? 數學!」 系列演講的第一次演講 (「獵殺紅色

十月 — 談正弦函數的數學」, 見 「數學傳播」 第105期, 第9至13頁) 中所提到的弦方程式的離

散形式。 讀者們可以在 Gantmacher 與 Krěın 的書上 (見參考資料 [2]) 看到 Stieltjes 弦的

相關介紹。

本文最後, 讓我們運用第2節的理論, 來回答以下的反面問題: 「任予 n + 1 個相異正數

L, λ1 < λ2 < · · · < λn, 試造一個含 n 個質點的 Stieltjes 弦方程式, 使其固有值恰為

λ1, . . . , λn, 弦之總長為 L, 並求其總質量。」
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這個問題的答案當然不唯一, 但是有解。 解法如下: 任取滿足下列條件的 n 個正數 µ1,

. . . , µn:

0 < µ1 < λ1 < µ2 < λ2 < · · · < µn < λn.

令

P (x) = L
n
∏

j=1

(1 +
x

λj

), Q(x) =
n
∏

j=1

(1 +
x

µj

).

將
P (x)
Q(x)

依照第2節的方法展成 Stieltjes 連分式:

P (x)

Q(x)
= [l0; m1x, l1, m2x, . . . , mnx, ln].

則依定理 2.5, l0 + · · · + ln = L; 依定理 3.1, Stieltjes 弦方程式 (3.3) 的固有值恰為

λ1, . . . , λn; 而由定理 2.6 得知, 此 Stieltjes 弦的總質量為
∑n

j=1
1

µ2

j
P (−µj)Q′(−µj)

。
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