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我是這樣上一道數學習題的

一一一次數學探究性學習活動的嘗試

田彥武

新一輪課程改革在中國大陸悄然興起, 全國上下的教育界為之關注不少, 國家教育部制定

出了一系列的文件和條規, 其中最為核心和重要的是 《普通高中數學課程標準 (實驗稿)》 (以下

簡稱 《標準》), 因為所有數學教材的編寫和課堂教學及評價等都是圍繞這裏面的觀點進行的。 可

以說和以往的教學改革相比, 這次是具有深遠意義的。 特別是在這其中提出了很多新的教學理

念, 如 《標準》 提倡注重提高學生的數學思維能力, 並指出: “人們在學習數學和運用數學解決

問題時, 不斷地經歷直觀感知、 觀察發現、 歸納模擬、 空間想像、 抽象概括、 符號表示、 運算求

解、 數據處理、 演繹證明、 反思與建構等思維過程。 這些過程是數學思維能力的具體體現, 有助

於學生對客觀事物中蘊涵的數學模式進行思考和作出判斷。” 因此, 依 《標準》 編寫的 《普通高

中課程標準實驗教科書．數學©1 ∼©5 》(必修 A 版) 就特別注重了這一點,尤其是在編寫部分例

習題時, 一方面加強對數學基礎知識的訓練, 另一方面為拓展學生的思維空間留有了很大的餘

地。 而教師在處理這些題目時不能就題論題, 應該正確引導學生認真挖掘題目的內涵和外延, 使

學生認識到教材編寫這道題目的意圖, 這不僅不斷完善學生的數學知識結構和認知結構, 而且

能激發學生對教材題目研究的興趣, 這對培養學生的探究能力、 創新能力和實踐能力是大有裨

益的。 關於這一點, 筆者曾做過一次嘗試,見文 [1]。 本文筆者以數學©4第153頁習題3.1B組題

第3題為例又進行了一次新的探究性學習活動的嘗試 (共教學了三節課), 今撰文想通過具有國

際影響的數學雜誌 《數學傳播》 來和大家交流, 特別是和臺灣的同行們交流, 如有不當之處, 敬

請各位老師批評指正。

教學班級小檔案:

班級: 高一 (11) 班

人數: 共56人, 其中男生31人, 女生26人

中考成績 (同年級名次): 12個班居第九位

高一成績 (同年級名次): 12個班居第二位
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習題: 觀察以下各等式:

sin2 30◦ + cos2 60◦ + sin 30◦ cos 60◦ =
3

4
,

sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦ =
3

4
,

sin2 15◦ + cos2 45◦ + sin 15◦ cos 45◦ =
3

4
.

分析上述各式的共同特點, 寫出能反映一般規律的等式, 並對等式的正確性作出證明。

顯然, 本題是開放性問題, 思考過程只要抓住從角, 三角函數種類, 式子結構形式三個方面

尋找共同特點, 學生不難得出反映一般規律的等式, 這無論對基礎好的還是基礎稍微薄弱的學

生來說都會有不同結果的。 以下是筆者在批改作業時發現學生的不同結果和不同證明方法:

1. 反映一般規律的等式的探索

1.1. 幾乎全班學生的結果 (91%):

sin2 α + cos2(α + 30◦) + sin α cos(α + 30◦) =
3

4
; (1)

sin2(α − 30◦) + cos2 α + sin(α − 30◦) cos α =
3

4
. (2)

學生在觀察這三個式子時很快會發現餘弦 cos � 中的角度比正弦 sin△ 中的角度大 30◦,

從而將其中之一的角度看成 α, 那麼另一個就馬上得出。這兩個式子可以說幾乎每個學生都寫

出了, 學生真正經歷了直觀感知、 觀察發現、 歸納類比、 抽象概括、 符號表示等幾個思維過程,

這對培養學生的抽象概括和歸納能力是大有幫助的。 另有個別學生寫出了比(1)、(2) 更一般的

式子:

sin2 α + cos2 β + sin α cos β =
3

4
, 其中 β − α = 30◦. (3)

儘管思考角度一樣, 但這比 (1)、(2) 來說更具有高度的抽象和概括能力, 寫出了含有兩個

字母的等式, 說明學生的思考空間更大一些。

1.2. 少數學生的結果 (5%):

sin2(α − 15◦) + cos2(α + 15◦) + sin(α − 15◦) cos(α + 15◦) =
3

4
(4)

這些學生另辟溪徑, 先取兩角的平均值
� + △

2
, 再和兩角對比分析得出結果, 儘管沒有上

述三個結果來的自然, 但反映出這部分學生思維的靈活性和對問題的洞察力, 他們不僅能看到

問題的表面現象, 而且能揭示出問題的本質, 具有很大的創新特點。
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1.3. 引導學生得出一些新結果:

上述四個等式都受到題目要求的限制, 即“分析上述各式的共同特點”, 亦即學生已固定了

式子中三角函數的種類, 只分析角度, 這樣的題目要求在很大程度上會限制一些好同學的思維,

失去了一次訓練學生發散思維的機會。 為此, 我在第二天講評這個題目時, 先給出了與此同結構

的兩道試題:

©1 (1991年全國高中數學聯賽試題) 求值: sin2 10◦ + cos2 40◦ + sin 10◦ cos 40◦;

©2 (1995年全國高考試題) 求值: sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦.

學生經上述一般規律的結果馬上得出這兩個題目的答案都是
3

4
, 且©2 就是書上題目三個

等式的第二個, 學生正處於激情高漲時, 我又出示了1987年江蘇青少年夏令營選拔賽的一道試

題:

©3 求值: cos2 47◦ + cos2 73◦ + cos 47◦ cos 73◦。

學生經過少許思考後, 變換©3 得其等價式©4 : sin2 43◦ + cos2 73◦ + sin 43◦ cos 73◦。 有

學生馬上高喊: “一樣, 一樣, 答案還是
3

4
! ”, 也有學生在下面議論: “這命題人也真是 . . .” 等

等。 但就在此時我立即提出問題: 形如©3 這樣的式子難道我們都非要變成課本這樣的式子再求

值嗎?

有經驗的學生聽到我這樣的提問, 馬上小聲說: “田老師既然這樣說, 肯定不是, 肯定還有

其他等式”。 這時學生都紛紛觀察 ©3 式的結構, 得出如下式子:

cos2 α + cos2(120◦ − α) + cos α cos(120◦ − α) =
3

4
; (5)

cos2 α + cos2 β + cos α cos β =
3

4
, 其中 α + β = 120◦. (6)

依 (4) 的經驗, 也有學生得出:

cos2(60◦ − α) + cos2(60◦ + α) + cos(60◦ − α) cos(60◦ + α) =
3

4
. (7)

根據誘導公式, 有個別學生還得出如下結果:

cos2 α + cos2(α − 60◦) − cos α cos(α − 60◦) =
3

4
; (8)

cos2 α + cos2(α + 60◦) − cos α cos(α + 60◦) =
3

4
. (9)

模擬餘弦中的 (5)∼(9), 學生得出正弦的一些結果:

sin2 α + sin2(60◦ − α) + sin α sin(60◦ − α) =
3

4
; (10)
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sin2 α + sin2 β + sin α sin β =
3

4
, 其中 α + β = 60◦; (11)

sin2(30◦ − α) + sin2(30◦ + α) + sin(30◦ − α) sin(30◦ + α) =
3

4
; (12)

sin2 α + sin2(α + 60◦) − sin α sin(α + 60◦) =
3

4
; (13)

sin2 α + sin2(α − 60◦) − sin α sin(α − 60◦) =
3

4
. (14)

事已至此, 學生都沈浸在成功的喜悅中, 連經常睡覺的一個學生都興奮地連連叫好, 我趁

熱打鐵, 因勢利導, 再次給出了如下一道試題:

©5 (1992年全國高考試題) 求值: sin2 20◦ + cos2 80◦ +
√

3 sin 20◦ cos 80◦。

學生通過對比後傻眼了, 這究竟怎麼回事? 幾個基礎好的同學通過計算很快得出結果不是
3

4
了, 而是

1

4
, 我在肯定學生得出的結果的同時, 又提出問題: 看來還有比我們上述得出的結果

更一般的結果, 誰要是得出, 那就是誰的專利了。 正說著, 下課鈴聲響了, 我把它佈置成一道課

外探究題, 第二天上課前有學生交上來了, 其中典型的有:

1.4. 更一般的結果:

sin2 α + sin2 β + 2 sin α sin β sin(α + β) = sin2(α + β); (15)

cos2 α + cos2 β − 2 cosα cos β cos(α + β) = sin2(α + β); (16)

sin2(α − β) + sin2 β + 2 sin(α − β) sin β cos α = sin2 α; (17)

cos2 α + cos2(α + β) − 2 cosα cos β cos(α + β) = sin2 β. (18)

當然, 除了上述結果之外, 還會有許多優美的結果。 希望老師和同學們繼續探索。 “機靈的

猜測, 豐富的假設和大膽迅速地做出試驗性結論, 這些都是從事任何一項工作的思想家常用的

方法”(數學教育家布魯納語)。 《新課標》 在實施建議中指出: “改善教與學的方式, 使學生主動

地學習。 . . . 在高中數學教學中, 教師的講授仍然是重要的教學方式之一, 但要注意的是必須關

注學生的主體參與, 師生互動。 . . . 教學中, 應鼓勵學生積極參與教學活動, 包括思維的參與和

行為的參與。 既要有教師的講授和指導, 也有學生的自主探索與合作交流。 教師要創設適當的問

題情景, 鼓勵學生大膽地猜想, 鼓勵學生發現數學的規律和問題解決的途徑, 使他們經歷知識形

成的過程。” 相信自己的學生就等於相信自己的教學, 每個學生都會做出老師意想不到的數學結

果。

“在數學中, 一個複雜問題的簡單解法, 一個對稱的式子, 一個優美的圖形, 一個和諧的結

構, 一個奇異的念頭, 都會使你沈浸在數學美的海洋中。 當你從多角度、 多層次、 多方位來審視
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數學問題時, 你會因為數學世界的簡潔、 對稱、 和諧和奇異而讚歎不已; 你會因為數學的如此之

美而如飲醇珍美酒; 你也會因此而陶醉在數學美之中。” 筆者就上述各等式結構的對稱美與數、

式的和諧美以及最後結果出奇制勝的奇異美, 我又展開了一次大膽的嘗試, 就等式 sin2 20◦ +

cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦ =
3

4
的證明與學生進行了一番探究, 收到很好的效果。

2. 各種各樣的證明方法及其它

2.1. 學生想到的證明方法:

分析1(化角): 式子左端 = sin2 20◦ + cos2(30◦ + 20◦) + sin 20◦ cos(30◦ + 20◦)

= sin2 20◦ +(cos 30◦ cos 20◦− sin 30◦ sin 20◦)2 +sin 20◦(cos 30◦ cos 20◦− sin 30◦ sin 20◦)

= sin2 20◦+
3

4
cos2 20◦+

1

4
sin2 20◦−

√
3

2
sin 20◦ cos 20◦+

√
3

2
sin 20◦ cos 20◦− 1

2
sin2 20◦

=
3

4
sin2 20◦ +

3

4
cos2 20◦ =

3

4
.

這是學生普遍想到而且都能做下來的一種方法, 也有的將 sin 20◦ 寫成 sin(50◦ − 30◦)。

分析2(配方法): 很多學生由已知的式子很容易想到配方法, 得出式子左端 = (sin 20◦ +

cos 50◦)2−sin 20◦ cos 50◦, 到了這裏就再也無法進行下去。這時我引導學生利用教材第155頁

的例2和第157頁的練習2(和差化積與積化和差公式) 及第154頁的式子©1 和©2 (降次公式) 得

到如下證法:

式子左端 = (sin 20◦ + cos 50◦)2 − sin 20◦ cos 50◦

= (sin 20◦ + cos 40◦)2 − sin 20◦ cos 40◦

= (2 sin 30◦ cos 10◦)2 − 1

2
(sin 70◦ − sin 30◦)

= cos2 10◦ − 1

2
cos 20◦ +

1

4
= cos2 10◦ − 1

2
(cos2 10◦ − 1) +

1

4

= cos2 10◦ − cos2 10◦ +
1

2
+

1

4
=

3

4
.

這是學生由 a2 ± ab + b2 = (a± b)2 ∓ ab 想到的結果。 另有個別學生由 a2 + ab + b2 =
a3 − b3

a − b
得到如下解法:

分析3(利用立方差公式和三倍角公式)

式子左端 =
sin3 20◦ − cos3 50◦

sin 20◦ − cos 50◦
, 此時學生又無法解答, 我引導學生利用剛剛做過的第

153頁習題3.1B 組題第1題的結果, 有

上式 =
1

4
(3 sin 20◦ − sin 60◦) − 1

4
(3 cos 50◦ + cos 150◦)

sin 20◦ − cos 50◦
=

3

4
(sin 20◦ − cos 50◦)

sin 20◦ − cos 50◦
=

3

4
.
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這時, 教室裏一片沸騰, 學生因這些方法的奇特而讚歎不已, 有些學生趕緊拿出課堂上常

用的小紙片將這些方法一一記了下來並貼在書的相應位置。 此時, 我又提出問題: 根據上面我

們所用的一些公式, 本題還有沒有其他的直接解法?

教室裏唧唧喳喳, 七言八語的, 一會兒突然有一個學生站起來說: “老師, 直接用降次公式

行不行?”

我立即做了鼓勵, 並和大家一起沿這個思路往下解:

分析4(降次消元)

式子左端 =
1 − cos 40◦

2
+

1 + cos 100◦

2
+

1

2
(sin 70◦ − sin 30◦)

=
3

4
+

1

2
(cos 100◦ − cos 40◦ + sin 70◦) = · · · =

3

4
.

2.2. 一個女學生大膽的猜想:

我正準備引導學生往下分析另一些證法, 突然一個女生 (很少在課堂上回答問題) 嘴裏念

叨: “怎麼括弧裏的結果是0呢?” “你剛才說什麼?” 我用和藹的口氣問她。 此時, 她的臉通紅,

羞澀而又不情願的站起來說: “老師, 剛才括弧裏的 cos 100◦ − cos 40◦ + sin 70◦ 的結果是0

了。” (全班所有學生的目光都盯著她) 她坐下, 很不自在, 低著頭。 我立即反映並接連說到: “對

對對, 你說的很對, 這個式子的結果就是0, 這裏面是不是還有一般的結果呢?” (我之所以立即

做出反映是因為我曾在文 [2]中給出過一般的結果)。

本打算繼續探究上述題目的不同證法, 結果被這個學生的這一想法打斷了, 我只能順著這

個思路探究形如式子 cos 100◦ − cos 40◦ + sin 70◦ 的一般結果了 (對我而言, 是胸有成竹的),

我再讓學生將這個式子化成全部為餘弦且中間為“+”的形式: cos 20◦ + cos 100◦ + cos 140◦,

接著我讓學生再推導 sin2 10◦ + cos2 40◦ + sin 10◦ cos 40◦, 其中最後也出現了一個同類型的

式子: cos 40◦ +cos 80◦ +cos 160◦, 它的結果也是0。 學生情緒很激動, 大家都在找規律。 很顯

然, 這只能從角度觀察得出一般結果了。 很快有學生站起來說: “如果把這兩個式子中的 20◦ 和

40◦ 都看成 α 的話, 那麼相應的第二項和第三項就分別是 cos(120◦ − α) 和 cos(120◦ + α),

也就是說對任意角 α, 都有 cos α + cos(120◦ − α) + cos(120◦ + α) = 0。” “哇, 這麼美妙!”

頓時, 教室裏一陣掌聲, 這掌聲是給這個男生的, 更多的是給這個女生的 (大家一邊鼓掌, 一邊

看著那個女生)。 我做了手勢讓大家安靜下來, 並說到: “大家都知道, ‘提出問題比解決問題更重

要’, 如果在咱們班的數學課堂上, 經常有提出問題並有解決問題的學生, 還愁咱們的數學學不

好嗎? 還愁沒有新的數學發明嗎? 其實數學家搞科研就是這套方法, 只要我們大家都朝這個方

向努力, 我們都有可能成為數學家的。 剛才的問題是由曹同學提出的, 解決是由劉同學完成的,

我們稱這個公式為‘曹劉三角粧等式’行嗎? ” 又是一片長時間的掌聲, 我留意了一下, 曹同學偷
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偷哭了。 原來還有學生不甘落後, 我在講話的時候, 她 (班長) 做出了另一設想: 要找個和餘弦

同結構的正弦式子。 我話剛說完, 秦同學站起來說: “老師, 我也發現了一個式子, 我把餘弦全改

成正弦, 有公式: 對任意角 α, 都有 sin α− sin(120◦−α) + sin(120◦ + α) = 0。” “秦三角粧

等式!” 有學生高呼, 教室簡直不像是在上課了, 我也控制不了了, 就在此時, 下課鈴又響了。 我

做了簡單小結, 指出兩個三角粧等式:

cos α + cos(120◦ − α) + cos(120◦ + α) = 0; (19)

sin α − sin(120◦ − α) + sin(120◦ + α) = 0. (20)

並提出問題: “對等式 sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦ =
3

4
的證明, 我們還沒有結

束, 我希望同學們課後積極思考, 看還有沒有其他的方法? 可以查閱相關的書籍和資料, 下一節

課我們繼續探討, 下課! ”

一節課就在這樣短短的40分鐘 (我們學校是40分鐘一節課) 結束了, 學生興趣昂然, 餘興

未消, 我也激動不已, 盡心策劃著下一節課。

2.3. 學生通過查閱資料得到的證明方法:

第三節課一上課, 學生爭先恐後地到黑板上展示“自己” (均是參考有關資料的) 的方法。

主要有以下三種:

分析5(構造對偶式)

設 sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦ = A,

cos2 20◦ + sin2 50◦ + cos 20◦ sin 50◦ = B,

則 A + B = 2 + sin 70◦, A−B = cos 100◦ − cos 40◦ − sin 30◦, 易知 2A =
3

2
, 即 A =

3

4
,

從而 sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦ =
3

4
。

分析6(作對稱變換) 令 sin 20◦ = A + B, cos 50◦ = A − B 則

A =
sin 20◦ + cos 50◦

2
=

sin 20◦ + sin 40◦

2
= sin 30◦ cos 10◦ =

1

2
cos 10◦,

B =
sin 20◦ − cos 50◦

2
=

sin 20◦ − sin 40◦

2
= − cos 30◦ sin 10◦ = −

√
3

2
sin 10◦.

所以 sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦ = (A + B)2 + (A − B)2 + (A + B)(A − B)

= 3A2 + B2 =
3

4
cos2 10◦ +

3

4
sin2 10◦ =

3

4
.
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分析7(利用正、 餘弦定理) (注: 正、 餘弦定理本應在數學©5 中, 但我們在講向量和三角粧

等變換時已經給學生講了)

由餘弦定理 a2 = b2 + c2 − 2bc cos A 和正弦定理
a

sin A
=

b

sin B
=

c

sin C
= 2R 易

得: 在 △ABC 中, 有粧等式 sin2 A = sin2 B + sin2 C − 2 sinB sin C cos A, 將 B = 20◦,

C = 40◦ 代入即得所證等式成立。

我和全班學生共同分析了上述三種方法, 特別提出了這三種方法都具有一般性, 尤其是方

法7, 又給我們幾個新的三角形中的粧等式, 即

sin2 A = sin2 B + sin2 C − 2 sin B sin C cos A; (21)

sin2 B = sin2 A + sin2 C − 2 sin A sin C cos B; (22)

sin2 C = sin2 A + sin2 B − 2 sin A sin B cos C. (23)

方法7真正揭示了等式 sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦ =
3

4
的幾何背景。 我們分

析完這三種方法正準備回顧這三節課給我們帶來的收穫時, 有一學生提出: “老師, 我拿的這本

資料上有這麼一個等式, 不知能否用來解決這個題目?” 該生提供的粧等式是:

在 △ABC 中, 有粧等式 cos2 A + cos2 B + cos2 C + 2 cosA cos B cos C = 1. (24)

“結構多麼優美而又易記的粧等式呀! 大家不妨一試。” 很快同學們都相繼得出了結果。 大

家都在拍手叫絕! 我又提問: “還有沒有和這個粧等式結構相似的粧等式?” 同學們紛紛在練習

本上嘗試著猜想和驗證, 我發現有很多同學寫出:

sin2 A + sin2 B + sin2 C + 2 sin A sin B sin C =?

數分鐘過後, 同學們都沒有得出上述式子的值是一個常數, 唉聲歎氣之餘, 也有學生得出如下結

果:

在 △ABC 中, 有粧等式 sin2 A + sin2 B + sin2 C − 2 cos A cos B cos C = 2. (25)

這由 (24) 很容易得出。這足見這個學生思維的敏銳程度。 我順便告訴大家, “式子 (25) 是1962

年北京市高中數學競賽的一道試題, 而且式子 (24) 和 (25) 有很大的用處, 比如用式子 (24)

就能解決1979年新疆的一道數學競賽試題:

在 △ABC 中, 若 cos2 A + cos2 B + cos2 C < 1, 試判斷這個三角形的形狀。 若改成

cos2 A + cos2 B + cos2 C = 1 和 cos2 A + cos2 B + cos2 C > 1 結果又會怎樣呢? ”

最後我做了小結, 說到: “其實, 由式子 (24) 和 (25), 我們還會得到很多粧等式, 如

在 △ABC 中, 有粧等式 sin2 A + sin2 B + cos2 C − 2 sin A sin B cos C = 1. (26)
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以及一些推廣的式子, 由於時間關係, 請大家課後繼續探究, 然後把你的結果給我交上來。 通過

這三節課的學習, 我們大家應該更進一步地認識到數學該怎麼學, 學數學不是一味地做習題,而

是多研究習題, 挖掘習題的內涵和外延, 只要你留心, 處處都會有新的發現和發明! ”

三節課上完了, 這無論對我還是對學生無疑都是一次非常有意義的嘗試。 但隨後我在反思

這三節課時相繼也出現了一些問題: 一是這三節課確實達到了學以致用的目的, 是充分調動和

激發了學生的學習積極性, 也讓學生體會到了科學發現的途徑和艱難過程, 但我總是覺得真正

受益的還是很少一部分學生, 對大部分學生來說, 這樣的課堂究竟得到了多少? 二是我耗費了

三節課的時間處理這樣一道習題, 這當然會影響正常課的教學進度。 新課程既提倡我們廣大教

師這樣做, 可實際上按課時安排本身正常上課的時間又不夠, 您說就像我這樣的教學嘗試多點

好還是少點好? 請大家提出一些建議。

《新課標》 指出: “高中數學課程應該返璞歸真, 努力揭示數學概念、 法則、 結論的發展過

程和本質。 數學課程要講邏輯推理, 更要講道理, 通過典型例子的分析和學生自主探索活動, 使

學生理解數學概念、結論逐步形成的過程,體會蘊涵在其中的思想方法, 追尋數學發展的歷史足

跡, 把數學的學術形態轉化為學生易於接受的教育形態。” 因此, “在教學中, 如何從課本例習題

出發, 進行變式教學, 無論從方法還是內容上都起著‘固體拓新’之用, 可收到‘秀枝一株, 嫁接成

林’之效, 同時可培養學生提出問題和解決問題的能力, 並使學生的探究能力和創新能力得到發

展。”

附錄

《高中數學課程標準》(節選)

第三部分 內容標準

一、 必修課程

必修課程是整個高中數學課程的基礎, 包括5個模組, 共10學分, 是所有學生都要學習的

內容。 其內容的確定遵循兩個原則:一是滿足未來公民的基本數學需求;二是為學生進一步的學

習提供必要的數學準備。

5個模組的內容為:

數學1: 集合、 函數概念與基本初等函數 I(指數函數、 對數函數、 冪函數);

數學2: 立體幾何初步、 平面解析幾何初步;

數學3: 演算法初步、 統計、 概率;

數學4: 基本初等函數 II(三角函數)、 平面上的向量、 三角粧等變換;

數學5: 解三角形、 數列、 不等式。
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上述內容覆蓋了高中階段傳統的數學基礎知識和基本技能的主要部分, 其中包括集合、 函

數、 數列、 不等式、 解三角形、 立體幾何初步、 平面解析幾何初步等。 不同的是在保證打好基礎

的同時, 進一步強調了這些知識的發生、 發展過程和實際應用,而不在技巧與難度上做過高的要

求。

此外, 基礎內容還增加了向量、 演算法、 概率、 統計等內容。

向量是近代數學最重要和最基本的概念之一, 是溝通幾何、 代數、 三角等內容的橋樑, 它具有豐

富的實際背景和廣泛的應用。

現代社會是一個資訊化的社會, 人們常常需要根據所獲取的資料提取資訊, 做出合理的決

策, 在必修課程中將學習統計與概率的基本思想和基礎知識, 它們是公民的必備常識。

演算法是一個全新的課題, 已經成為計算科學的重要基礎, 它在科學技術和社會發展中起

著越來越重要的作用。 演算法的思想和初步知識, 也正在成為普通公民的常識。 在必修課程中將

學習演算法的基本思想和初步知識, 演算法思想將貫穿高中數學課程的相關部分。

必修課程的呈現力求展現由具體到抽象的過程, 努力體現數學知識中蘊涵的基本思想方法

和內在聯繫,體現數學知識的發生、 發展過程和實際應用。 教師和教材編寫者應根據具體內容在

適當的地方 (如統計、 簡單線性規劃等) 安排一些實習作業。

二、 選修課程

系列1, 系列2說明在完成必修課程學習的基礎上, 希望進一步學習數學的學生, 可以根據

自己的興趣和需求, 選擇學習系列1, 系列2。

系列1是為希望在人文、 社會科學等方面發展的學生而設置的, 包括2個模組, 共4學分。

系列2則是為希望在理工、 經濟等方面發展的學生設置的, 包括3個模組, 共6學分。

系列1的內容分別為:

選修1-1: 常用邏輯用語、 圓錐曲線與方程、 導數及其應用。

選修1-2: 統計案例、 推理與證明、 數系擴充與複數的引入、 框圖。

系列2的內容分別為:

選修2-1: 常用邏輯用語、 圓錐曲線與方程、 空間中的向量與立體幾何。

選修2-2: 導數及其應用、 推理與證明、 數系的擴充與複數的引入。

選修2-3: 計數原理、 統計案例、 概率。

在系列1、 系列2的課程中, 有一些內容及要求是相同的, 例如, 常用邏輯用語、 統計案例、 數系

擴充與複數等; 有一些內容基本相同, 但要求不同, 如導數及其應用、 圓錐曲線與方程、 推理與

證明; 還有一些內容是不同的, 如系列1中安排了框圖等內容, 系列2安排了空間中的向量與立

體幾何、 計數原理、 離散型隨機變數及其分佈等內容。
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三、 數學探究、 數學建模、 數學文化

數學探究

數學探究、 數學建模、 數學文化是貫穿于整個高中數學課程的重要內容, 這些內容不單獨

設置, 滲透在每個模組或專題中。高中階段至少各應安排一次較為完整的數學探究、 數學建模活

動。 以下是對數學探究、 數學建模、 數學文化的教學要求。

數學探究即數學探究性課題學習, 是指學生圍繞某個數學問題,自主探究、 學習的過程。這

個過程包括: 觀察分析數學事實, 提出有意義的數學問題, 猜測、 探求適當的數學結論或規律,

給出解釋或證明。

數學探究是高中數學課程中引入的一種新的學習方式, 有助於學生初步瞭解數學概念和結

論產生的過程, 初步理解直觀和嚴謹的關係, 初步嘗試數學研究的過程, 體驗創造的激情, 建立

嚴謹的科學態度和不怕困難的科學精神; 有助於培養學生勇於質疑和善於反思的習慣, 培養學

生發現、 提出、 解決數學問題的能力; 有助於發展學生的創新意識和實踐能力。

要求

1. 數學探究課題的選擇是完成探究學習的關鍵。課題的選擇要有助於學生對數學的理解, 有助

於學生體驗數學研究的過程, 有助於學生形成發現、 探究問題的意識, 有助於鼓勵學生發揮

自己的想像力和創造性。課題應具有一定的開放性,課題的預備知識最好不超出學生現有的

知識範圍。

2. 數學探究課題應該多樣化, 可以是某些數學結果的推廣和深入, 不同數學內容之間的聯繫和

類比, 也可以是發現和探索對自己來說是新的數學結果。

3. 數學探究課題可以從教材提供的案例和背景材料中發現和建立, 也可以從教師提供的案例

和背景材料中發現和建立, 應該特別鼓勵學生在學習數學知識、 技能、 方法、 思想的過程中

發現和提出自己的問題並加以研究。

4. 學生在數學探究的過程中, 應學會查詢資料、 收集資訊、 閱讀文獻。

5. 學生在數學探究中, 應養成獨立思考和勇於質疑的習慣, 同時也應學會與他人交流合作, 建

立嚴謹的科學態度和不怕困難的頑強精神。

6. 在數學探究中, 學生將初步瞭解數學概念和結論的產生過程,體驗數學研究的過程和創造的

激情, 提高發現、 提出、 解決數學問題的能力, 發揮自己的想像力和創新精神。

7. 高中階段至少應為學生安排1次數學探究活動。還應將課內與課外有機地結合起來。

我們不對數學探究的課時和內容做具體安排。 學校和教師可根據各自的實際情況, 統籌安

排數學探究活動的內容和時間。 例如, 可以結合方程的近似求解、 導數的應用等內容安排數學探

究活動。
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數學建模

數學建模是運用數學思想、 方法和知識解決實際問題的過程, 已經成為不同層次數學教育

重要和基本的內容。 數學建模可以通過以下框圖體現:

數學建模是數學學習的一種新的方式, 它為學生提供了自主學習的空間, 有助於學生體驗

數學在解決實際問題中的價值和作用, 體驗數學與日常生活和其他學科的聯繫, 體驗綜合運用

知識和方法解決實際問題的過程, 增強應用意識; 有助於激發學生學習數學的興趣, 發展學生的

創新意識和實踐能力。

要求

1. 在數學建模中, 問題是關鍵。 數學建模的問題應是多樣的, 應來自於學生的日常生活、 現實

世界、 其他學科等多方面。 同時, 解決問題所涉及的知識、 思想、 方法應與高中數學課程內

容有聯繫。

2. 通過數學建模, 學生將瞭解和經歷上述框圖所表示的解決實際問題的全過程,體驗數學與日

常生活及其他學科的聯繫, 感受數學的實用價值, 增強應用意識, 提高實踐能力。

3. 每一個學生可以根據自己的生活經驗發現並提出問題, 對同樣的問題, 可以發揮自己的特長

和個性, 從不同的角度、 層次探索解決的方法, 從而獲得綜合運用知識和方法解決實際問題

的經驗, 發展創新意識。

4. 學生在發現和解決問題的過程中, 應學會通過查詢資料等手段獲取資訊。

5. 學生在數學建模中應採取各種合作方式解決問題, 養成與人交流的習慣, 並獲得良好的情感

體驗。
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6. 高中階段至少應為學生安排1次數學建模活動。還應將課內與課外有機地結合起來, 把數學

建模活動與綜合實踐活動有機地結合起來。

我們不對數學建模的課時和內容做具體安排。 學校和教師可根據各自的實際情況, 統籌安

排數學建模活動的內容和時間。 例如, 可以結合統計、 線性規劃、 數列等內容安排數學建模活

動。

數學文化

數學是人類文化的重要組成部分。 數學是人類社會進步的產物, 也是推動社會發展的動力。

通過在高中階段數學文化的學習, 學生將初步瞭解數學科學與人類社會發展之間的相互作用,體

會數學的科學價值、 應用價值、 人文價值, 開闊視野, 尋求數學進步的歷史軌跡, 激發對於數學

創新原動力的認識, 受到優秀文化的薰陶, 領會數學的美學價值, 從而提高自身的文化素養和創

新意識。

要求

1. 數學文化應盡可能有機地結合高中數學課程的內容, 選擇介紹一些對數學發展起重大作用

的歷史事件和人物, 反映數學在人類社會進步、 人類文明發展中的作用, 同時也反映社會發

展對數學發展的促進作用。

2. 學生通過數學文化的學習, 瞭解人類社會發展與數學發展的相互作用, 認識數學發生、 發展

的必然規律; 瞭解人類從數學的角度認識客觀世界的過程; 發展求知、 求實、 勇於探索的情

感和態度; 體會數學的系統性、 嚴密性、 應用的廣泛性, 瞭解數學真理的相對性; 提高學習

數學的興趣。

3. 以下選題供參考。

(1) 數的產生與發展;

(2) 歐幾裏得 《幾何原本》 與公理化思想;

(3) 平面解析幾何的產生與數形結合的思想;

(4) 微積分與極限思想;

(5) 非歐幾何與相對論問題;

(6) 拓撲學的產生;

(7) 二進位與電腦;

(8) 計算的複雜性;

(9) 廣告中的資料與可靠性;

(10) 商標設計與幾何圖形;

(11) 黃金分割引出的數學問題;
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(12) 藝術中的數學;

(13) 無限與悖論;

(14) 電視與圖像壓縮;

(15) CT 掃描中的數學——拉東變換;

(16) 軍事與數學;

(17) 金融中的數學;

(18) 海岸線與分形;

(19) 系統的可靠性。
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