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線性代數理論的形成與發展

馮 進

摘要: 線性代數是數學的一個重要分支, 也是大學理工科各專業的一門重要基礎課。

線性代數不僅在技術上發展了數學計算方法, 在語言上充分體現了數學符號的思維

簡潔性, 並在導向抽象代數的結構理論中具有不可忽視的重要作用。 我們試圖從學

科發展的整體角度考察線性代數理論的形成與發展, 並指出其在導向抽象理論發展

過程中的某些重要數學思想。

關鍵詞: 線性代數, 抽象代數, 結構理論, 計算技術, 數學思想。

線性代數是數學的一個重要分支, 也是大學理工科各學科的一門重要基礎課, 其計算技術

與數學理論對自然科學和數學學科本身的發展都起著重要作用。 瞭解線性代數理論形成與發展

的歷史, 對理解和掌握線性代數的學科特徵與本質屬性, 以及探索近現代數學發展的歷史軌跡

都具有重要意義。 一般數學史研究都對作為線性代數重要部分的行列式與矩陣的發展論述較為

詳細, 如文獻[1]∼[6] 以及文獻[8][10] 等, 大多認為它們在語言上、 技術上為數學提供的貢獻大於

它們在思想上為數學作出的啟示, 但它們並沒有深刻地影響數學的進程, 如文獻[8]。 事實上, 這

種看法並不是十分完善的, 線性代數不僅在技術上發展了數學計算方法, 在語言上充分體現了

數學符號的思維簡潔性, 從而更深刻地揭示了物件的本質屬性, 並在導向抽象代數的結構理論

中具有不可忽視的重要作用。 本文試圖從線性代數作為一門學科整體發展的角度, 考察其理論

的形成與發展, 並指出它在導向抽象理論發展中的某些數學思想。

線性方程組與一元方程一樣有著悠久的歷史, 古代埃及紙草書和巴比倫泥板都記載了方程

及方程組的內容, 並清楚地表明古代這些地區的數學家已經知道一元二次方程的求解; 巴比倫

泥板上也有二元方程組的例子, 如泥板 AO8862[7] 上是可化為一元二次方程的方程組, 泥板

VAT8389[8] 上的一題為二元一次線性方程組; 此外, 大約成書於西元前一世紀的中國數學名著

〈〈九章算術〉〉, 其中第八章—— “方程” 章, 專門討論線性方程組的求解, 這也是古代比較集中

討論線性方程組的著作。這些都表明, 古代人已經具有 “線性關係” 的初步概念。
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按中國古代文字的理解, “方程” 應指把算籌列成方陣進行計算的意思,這裏的算籌是中國

古代的一種計算工具, 〈〈九章算術〉〉 中的線性方程組就是通過排成方陣的算籌的一系列有序的

移動 (即運算) 來求解的, 類似於我們今天寫出線性方程組的係數矩陣並進行矩陣的初等變換

(elementary transformation of matrix) 的求解方法, 從這個意義上說, 方程和矩陣的概念

起源於中國古代的方陣算籌。

線性方程組的理論研究遲至 18 世紀才真正開始, 並逐步形成行列式、 矩陣、 線性空間、 線

性變換等具體分支, 其中矩陣作為一個通用的數學工具,自身就發展成一門龐大的分支學科。經

過幾個世紀的發展, 線性方程組不僅從計算的角度獲得了較為完滿的結果, 並在理論上有了深

入的發展, 逐步演變成一個初步公理化的結構體系, 19 世紀末皮亞諾 (G. Peano, 1858∼1932,

義大利) 給出了空間的公理化定義, 由此發展成一門較為成熟的學科—— 線性代數。 同時, 在

認識抽象物件、 抽象數學概念、 發展結構理論、 表示抽象結構等方面, 在 19世紀以來抽象代數

結構理論的發展中發揮了積極作用。

一、 作為計算的線性方程組的解法

與一元方程一樣,線性方程組的研究,一開始就是解法的研究。 〈〈九章算術〉〉 中給出了三元

一次線性方程組籌算求解方法, 它相當於現在的高斯 (C. F. Gauss, 1777∼1855, 德國) 消去

法 (Gaussian elimination), 高斯大約在 1800 年提出了這個方法, 並將它用於解決天體計算

和後來的地球表面測量計算, 高斯消去法當時一直被認為是測地學發展的一部分, 而不是數學。

高斯消去法最初被若當 (W. Jordan, 1842∼1899, 德國測量學家) 改進了演算法的穩定性後,

發表在他撰寫的測地學手冊中, 許多人把 “高斯-若當” 消去法中的若當誤認為是著名的法國代

數學家 C. 若當 (C. Jordan, 1838∼1922) 或物理學家 P. 若當 (P. Jordan, 1902∼1980,

德國量子物理學家)。這個消去法的重要意義在於, 它不僅可以作為線性方程組的普通求解方法,

還可用簡短的迭代來表達整個求解過程, 是現代計算方法中一個基本的演算法, 完全可用於電

腦自動處理。 高斯消去法用矩陣方式表示相當於對矩陣作初等變換, 將它化為階梯形矩陣或行

最簡形的過程, 這是應用矩陣語言對線性方程組解法的進一步簡化。

線性方程組公式解法儘管不像三次方程求根公式那樣轟轟烈烈、 舉世聞名, 但它的探索也

對數學理論發展起了極大推動作用。 二元線性方程組求解公式最初出現在義大利數學家、 醫學

家卡丹 (G. Cardano, 1501∼1576) 1545 年的著作 〈〈大術〉〉 中, 他用稱為 “規則之母” 的方

法求解了兩個來自貿易問題的線性方程組[9], 用現代符號表示即給出了二元一次線性方程組解
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的一般公式:






a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

⇒















x1 =
a22(b1/a12) − b2

a22(a11/a12) − a21

x2 =
a11(b2/a21) − b21

a22(a11/a21) − a12

.

一般地, 方程個數與未知量個數相同的線性方程組 (係數行列式不為零時) 的解經過萊布

尼茲 (G. W. Leibniz, 1646∼1716, 德國)、 馬克勞林 (C. Maclaurin, 1698∼1746, 英國)

的發展, 由克萊姆 (G. Cramer, 1704∼1752, 瑞士) 歸納成 “克萊姆法則” 而聞名於世。 1750

年, 他在 〈〈線性代數分析導言〉〉 中給出瞭解線性方程組著名的 “克萊姆法則”, 用今天的矩陣符

號表示即: 若設 Ax = b, 則

x1 =
|A1|

|A|
, x2 =

|A2|

|A|
, . . . , xn =

|An|

|A|
,

其中 A 為方程組係數組成的 n 階可逆矩陣, Ai 分別為方程組的常數列 b 替換 A 的第 i 列

後的矩陣。 克萊姆不僅給出了上述公式, 並指出了行列式 |A|、 |Ai| 計算中項的符號的確定辦

法, 以及怎麼由分母上的行列式得到分子上行列式的規律。 這個規則克萊姆自己沒有給出證明,

1815 年柯西 (A. L. Cauchy, 1789∼1857, 法國) 第一次給出了它的證明。

給出方程組解的公式僅是方程求解的一個部分, 方程組的理論就是要弄清楚, 方程組為何

會有解、 什麼時候有解、 解是怎麼構成的等等問題,這些理論在 19 世紀中葉前後還都是以行列

式的形式來研究與描述的, 直到發現矩陣可以作為一個獨立的學科發展而有了現代的矩陣語言

敘述。 因此, 行列式理論本身就促進了線性方程組理論的深入發展。 史密斯 (H. J. S. Smith,

1826∼1883, 英國)、 道奇森 (L. C. Dodgson, 1832 1898, 英國)、 弗羅貝尼烏斯 (F. G.

Frobenius, 1849∼1917, 德國) 等推動了線性方程組解的結構理論的發展。

歐拉 (L. Euler, 1707∼1783, 瑞士) 早先發現過一個方程組的解不唯一的例子, 但他沒

有意識到這是由於係數矩陣行列式的值為零引起的, 對此感到困惑; 弗羅貝尼烏斯也曾嘗試過

研究方程組解集的特徵, 但未能如願。 史密斯研究了相當於現在的導出組 (derived system of

linear equations) 的齊次線性方程組, 給出 “獨立方程 (independent equation)” 以及相當

於自由未知數的概念, 史密斯還引入了增廣矩陣和非增廣矩陣的術語, 指出了非齊次線性方程

組解的結構, 即: 若非齊次線性方程組為 AX = b, 其中 b 6= 0, 則方程組的全部解為 X∗+X,

這裏 X∗ 為非齊次方程組的一個特解, X 為對應的導出組的全部解。道奇森在 1867 年 〈〈行列

式的初等理論〉〉 中, 用較為複雜、 囉嗦的語言描述了非齊次線性方程組有解的判別定理, 他對方

程組是否一定有解使用的是 “相容”, 這與矛盾方程相對應。 弗羅貝尼烏斯 1879 年在他們基礎

上, 徹底理解了 “獨立方程”和 “相容性” 概念, 將 “獨立” 概念定義為 n 元陣列的 “線性無關
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性”, 並給出了 “秩” 的概念, “相容性” 即為 “有解” 的意思, 並用行列式的語言對它們作了描

述。 用矩陣語言簡潔的敘述,道奇森的結論即為:線性方程組有解的充要條件是其係數矩陣與增

廣矩陣秩相等。

至此, 線性方程組的數值解法與解的結構理論獲得了令人滿意的結果。

二、 作為輔助計算的行列式與矩陣

行列式和矩陣理論是隨著實際需要和對線性方程組求解認識的不斷深入而發展起來的。 研

究的不斷深入, 方程組的形式也漸漸複雜起來, 反映獨立條件的變數個數與約束條件的方程個

數不斷增加, 為了適應計算要求, 需要有簡潔的語言和合理的規則來方便計算,行列式和矩陣正

是適應這樣一種需要, 它們被認為是現代數學高度有用的工具和抽象物件的具體表現物。 從邏

輯結構上考察, 矩陣概念應先於行列式, 但歷史發展表明順序恰好相反, 數學史上這樣的例子不

是個別的, 如數系基礎的建立, 最早認識的自然數其基礎是最晚建立, 文藝復興時期發展的射影

幾何被發現邏輯上應早於古希臘的歐氏幾何等等。

行列式的研究起源於對方程組解法及結論的簡潔表示。二元一次方程組的解的公式最初由

義大利數學家卡丹給出, 但他沒有對一般解的形式給出規律性和結構性的分析, 因此也就未能

產生進一步推廣的思想。 到 17 世紀後半葉, 萊布尼茲用規則的符號, 例如用 10、 11、 . . . , 20、

21、 . . . , . . . 、 ij、 . . . 等等, 表示我們現在常用的方程的系數 a10、 a11、 . . . , a20、 . . . , . . .

、 aij、 . . . 等, 並給出了我們現在的行列式形式的線性方程組解, 但他的研究到 1850 年才發

表, 沒有對行列式的發展產生多大影響。 行列式的計算後來由馬克勞林、 克萊姆、 貝佐特 (É.

Bézout, 1730∼1783, 法國) 分別給出, 尤其以克萊姆給出的最為明確、 清晰、 完整。

將行列式作為一個相對獨立的課題來研究始於范德蒙 (A. T. Vandermonde, 1735∼

1796, 法國) , 他將行列式從線性方程組的求解中分離出來, 研究了行列式的數值運算式本身

的有關問題, 如行列式的計算規則、 變換性質、 降階法則等等, 導致行列式理論的建立, 給出了

像我們現在熟知的 “范德蒙行列式” 的計算方法等。 拉格朗日 (J. L. Lagrange, 1736∼1813,

法國) 曾給出三階行列式的乘法定理, 但未能將它一般化。 范德蒙除了在線性方程組的研究中有

很大影響外, 在一元代數方程的求解研究中也有極大影響, 他 1771 年的論文 〈〈論代數方程的

解〉〉 中的思想最終導致了群論的研究, 與拉格朗日一起被譽為是群論研究的先驅者。

范德蒙、 拉格朗日以後, 拉普拉斯 (S. Laplace, 1749∼1827, 法國)、 歐拉、 柯西、 西爾維

斯特 (J. J. Sylvester, 1814∼1897, 英國)、 凱萊 (A. Cayley, 1821∼1895, 英國)、 雅可比

(Jacobi, 1804∼1851, 德國) 及他的學生卡塔蘭 (C. Catalan, 1814∼1894, 比利時) 等在行

列式的理論發展與應用中都有重要貢獻, 拉普拉斯將范德蒙行列式降階的思想一般化為現在高

等代數中我們熟知的拉普拉斯展開定理, 柯西正式使用 “行列式” 的名稱, 並將萊布尼茲的係數
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的符號系統改為現在通用的雙重足標的符號 aij, 凱萊引進了現在通用的行列式符號 (在矩陣兩

邊加上兩豎線), 西爾維斯特在研究二次曲線、 曲面分類時引入了 λ-矩陣、 初等因數等概念, 雅

可比等數學家還給出了行列式在其他數學分支中的應用, 比如特徵多項式及其計算、 二次型化

簡、 二次曲線和曲面的分類、 變換中的雅可比行列式等, 雅可比 1841 年的著名論文 〈〈論行列

式的形成和性質〉〉 標誌著行列式系統理論的建立。

行列式研究實際上與矩陣概念發展是密不可分的, 邏輯上應該是先有矩陣再定義行列式,

但歷史發展卻是在行列式理論發展到一定程度後, 才引起矩陣理論的真正發展, 矩陣的很多性

質以及它的應用在行列式研究中已經被討論過, 例如, 行列式行與列的變換的很多性質與矩陣

的行、 列變換性質基本一致, 太多的使用矩陣概念促使數學家考慮必須把它們作為一個實體引

入數學大家庭。 矩陣和行列式兩個分支的共同發展, 又反過來促進了它們自身內容的進一步深

入, 矩陣理論與 19 世紀抽象代數思想的發展是不可割裂的, 它促使矩陣作為一個重要的數學結

構來研究, 從而發展出龐大的矩陣論這一數學分支。

矩陣作為數的方陣列的概念, 在中國 〈〈九章算術〉〉 中已有體現[11], “矩陣” 作為一個數學

名詞則首先由西爾維斯特創造, 以區別於行列式概念。 由於行列式在范德蒙的貢獻下作為一個

獨立的課題來研究, 使得它不需要直接考慮行列式的值是多少, 因此引起對其中數字陣列的特

別關注。 凱萊在矩陣論的發展中作出了重大貢獻, 1855 年他引入了西爾維斯特創造的 “矩陣”

概念, 1858 年發表了關於這個課題的第一篇重要文章 〈〈矩陣論的研究報告〉〉 , 系統地闡述了

關於矩陣的理論。 他在文中定義了矩陣的相等、 矩陣的運算法則、 矩陣的轉置、 零矩陣、 單位矩

陣以及矩陣的逆等一系列基本概念, 指出了矩陣加法的可交換性與可結合性; 另外, 凱萊在這篇

文章中還給出了方陣的特徵方程 (characteristic equation) 和特徵根 (characteristic root)

(特徵值, characteristic value) 及有關矩陣的一些基本結果, 以及著名的凱萊-哈密爾頓定理,

即: 若 d(λ) 是 n 階矩陣 A 的特徵多項式 (characteristic polynomial), 則有 d(A) = 0。

矩陣理論是一個十分龐大的數學分支, 我們只能粗略地介紹由線性方程組求解引起的矩陣

理論發展初期的主要思想與內容。 矩陣理論的發展大致有以下幾個方面。首先, 將已有的矩陣概

念及內容形式化, 包括矩陣的定義、 符號、 基本運算的規定等, 建立矩陣理論的一些基本概念與

框架; 其次, 將重新建立的矩陣概念應用於行列式研究和線性方程組求解, 及其他的數學分支學

科, 使之成為數學研究的一種基本工具; 再次, 考慮矩陣理論本身的一些基本問題, 如矩陣對角

化 (diagonalization of matrix) 問題, 包括特徵值、 特徵向量 (eigenvector)、 矩陣相似、 標

準型、 對角化、 正交性等, 將矩陣的化簡與二次型、 線性變換化簡問題建立聯繫, 並與線性空間

進行溝通, 但矩陣與向量空間線性變換之間的關係, 直到 20 世紀中葉才真正認識清楚[12]。 矩陣

乘法運算與矩陣對角化問題源于高斯型的合成的研究, 是矩陣論中極其深刻的一部分內容; 第

四, 將矩陣作為一般的代數物件來對待, 可以研究數域 (number field) 上、 一般域 (general



86 數學傳播 34卷1期 民99年3月

domain) 上、 環上的矩陣, 以及無窮階的行列式與矩陣等等, 矩陣的元素可以從普通的數一直

到一般的環與域的元素。

在發展一般矩陣論的工作中作出貢獻的還有很多著名數學家, 大學代數課程中的很多地方

都留有他們的英名。 1855 年, 法國數學家埃爾米特 (C. Hermite, 1822∼1901) 證明了矩陣

特徵根的許多性質, 如我們稱為埃米特矩陣的特徵根性質等, 克萊伯希 (A. Clebsch, 1833∼

1872, 德國)、 布赫海姆 (A. Buchheim, 1859∼1888) 等證明了實的斜對稱、 對稱矩陣的特徵

根性質, 泰伯 (H. Taber) 引入矩陣的跡的概念, 並斷言任一方陣主對角線上元素的和等於全部

特徵根之和, 並且是特徵方程一次項係數的相反數, 但他沒有給出證明, 梅茨勒 (W. H. Met-

zler, 1863∼1943) 於 1891 年給出了這個結論的證明。 弗羅貝尼烏斯在矩陣發展中的貢獻是不

可磨滅的, 他提出了最小多項式問題, 引進了矩陣的秩 (它當時是對行列式而言的)、 正交矩陣

(orthogonal matrices)、 相似矩陣 (similar matrices)、 相合矩陣 (congruent matrices) 等

概念, 將西爾維斯特和魏爾斯特拉斯的不變因數 (invariant factor) 和初等因數 (elementary

divisor) 引入到矩陣中, 整理了不變因數和初等因數的理論, 並討論了正交矩陣與相合矩陣的

一些重要性質。 1870 年 C. 若當 (C. Jordan, 1838∼1922) 研究了矩陣化為標準型的問題,

1892 年梅茨勒引進了矩陣的超越函數概念, 並將其寫成矩陣的冪級數的形式, 傅立葉等還討論

了無限階矩陣問題, 無限階矩陣研究的動力主要來自於積分方程的理論[13]。

因此, 矩陣概念經過最初作為一種工具而發展兩個多世紀後, 現已成為一門獨立的數學分

支學科——矩陣論, 矩陣論可分為矩陣方程論、 矩陣分解論和廣義逆矩陣論等矩陣的現代理論,

矩陣及其理論現已廣泛應用於數學及現代科技的各個領域。

三、 作為導向結構理論的線性代數

19 世紀是線性方程組解法與理論興旺發展的時期, 與此相關的行列式與矩陣理論受到極

大關注, 一個有力的證據就是,關於這兩個課題有成千篇的文章。 儘管行列式與矩陣沒有在本質

上為數學提供新的思想, 從而改變數學發展的方向與進程。 但是, 新型的計算方法與簡潔的表達

形式, 使這兩個內容具有相當的生命力。 作為工具與語言, 行列式與矩陣為越來越複雜、 越來越

抽象的數學物件, 提供了具體而簡潔的表達形式和直觀易理解的模型解釋, 直到現在都被認為

是 “高度有用的工具”。

19 世紀也是數學界開創又一個新紀元的時期, 這一時期與以往任何一個時期數學方面的

變革都不相同, 其特徵就是在思維的許多方面突破了古老習慣的約束和直觀形象的解釋。 非歐

幾何的創立突破了原有的現實空間模式,開拓了更為廣闊的思維空間, 群論、 四元數的建立提升

了人類的抽象思維能力, 讓數學家族增添了大量新的成員, 整個 19 世紀的數學思維都受到這種

突破的影響, 群概念建立後的大半個世紀都在探索、認識其抽象性程度, 到 19 世紀末抽象群概
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念正式建立, 已經認識了大量具體的、 抽象的代數結構, 並且也為如何探索這種抽象結構確立了

初步的方法與思想, 實際上這種思想與方法的獲得, 也受到 19 世紀後半葉公理化趨勢的影響。

線性代數正是在這多種數學思想的交叉影響之下得以逐步的發展, 並反過來對新數學思想的發

展產生反作用,至 20 世紀初成為一門基本而又比較完善的數學學科, 從而作為大學理工科各專

業的一門基礎課程。

線性代數結構理論的認識, 首先是將方程組的係數、 未知量組、 解等概念從線性方程組中

分離出來, 用矩陣或向量的觀點來認識, 並進一步用集合及代數結構的觀點來處理。 格拉斯曼的

工作從幾何角度出發, 將空間概念擴充為 n 維空間, 空間的元素稱為向量, 類似于普通空間中

的向量, 並建立元素間的基本運算關係,這些思想被數學家認為具有永恆的價值, 事實證明確是

如此。這種觀念可以使線性方程組的解與其係數列之間, 在運算概念之下建立起聯繫, 從而將解

與係數列向量看成是一空間中向量之間的一種關係; 其次是范德蒙、 凱萊等數學家將係數陣列

從方程組中剝離出來發展了行列式、 矩陣理論, 並使眾多數學家通過大量研究揭示出矩陣、 行

列式的本質屬性; 第三, 弗羅貝尼烏斯等在其他數學家研究的基礎上, 用 “線性相關性”、 “秩”

等概念具體描述了向量、 矩陣的本質屬性。 從而可知, 線性方程組的解, 不過是一組已知向量間

的組合係數罷了, 或更進一步地, 它們表達了線性空間子空間間的某種關係, 從而也認清了線性

方程組的本質特徵; 最後, 在 19 世紀末由皮亞諾建立了公理化的空間定義, 基本完成線性代數

的公理化結構建構。

現在大學中理工科的基礎數學課程——線性代數, 就是綜合了代數、 n 維幾何、 向量數學

等學科中的有關基本內容, 包括行列式、 矩陣、 向量空間、 線性變換、 歐氏空間以及多項式的有

關內容; 如果改變係數範圍, 變為環上的向量空間, 則可引向抽象的模論, 它是數域上線性空間

的進一步推廣; 如果進一步取一般的環 (ring) 和域 (field) 作為係數集, 就成為抽象線性代數

了; 在 n 維超複數基礎上還發展了一般的線性結合代數, 可以用任意的域來替換其中的實或複

係數域, 也可用環來替代域, 並且還研究了係數是任意域 (any field) 或有限域 (finite field)

的方程理論等等。

作為輔助計算的行列式和矩陣最終發展成了代數學的獨立分支, 並成為眾多數學、 物理及

其他許多理工科學科的基本工具;線性方程組的求解問題演變成為研究線性關係的線性代數, 以

及其他的代數分支學科, 並在許多數學分支中得到應用,線性關係是數學中最簡單、 最基本的一

種關係, 幾乎體現在數學的所有分支中。 由此, 我們可以說線性方程組的研究是富有成果的, 借

用希爾伯特的話說, 它是一隻 “會下金蛋的雞”。 線性代數不僅在理論上得到了充分的發展, 並

且還成為解決實際問題的有力工具, 它是現代電腦與數學學科間的一個良好結合點。

至此, 我們可以進一步理解我國代數學前輩段學複先生關於線性代數在引向抽象代數學建

立中巨大推動作用的評述[14]。
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目 的 : The purpose of this two week summer school is to introduce
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to the representation theory of Kac-Moody algebras.
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