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對於 「神奇的冪和三角形」 一文的回響

廖信傑

1. 引言

數學傳播 35 卷 2 期 「神奇的冪和三角形」 中, 簡若竹等三人 [2], 由冪和三角形之係數

d(k, i) 的定義 — 連續整數的冪次和與 d(k, i) 間的關係
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得到冪和三角形係數 d(k, i) 的兩個有趣的性質, 並利用數學傳播 31 卷 3 期中, 蘇益弘等三人

定義之連續整數冪次和擴充函數 Sk : R → R 及 d(k, i) 的關係式得到一種利用 d(k, i) 計算

Bernoulli 數的方法。

本文的目的是證明 d(k, i) = i!S(k + 1, i +1), 其中 S(k, i) 表第二類 Stirling 數。 然後

利用這個結果將原文以第二類 Stirling 數表示, 並由原文中 Bernoulli 數和 d(k, i) 的關係式

將 Bernoulli 數和第二類 Stirling 數連繫在一起。

2. 第二類 Stirling 數和 d(k,i) 的關係

首先, 我們先介紹一些第二類 Stirling 數的性質

• 對任意整數n ≥ 0 ,

S(n + 1, k + 1) = S(n, k) + (k + 1)S(n, k + 1) (1)

• 對任意整數n ≥ 1 ,

S(n, k) =
1

k!
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• 對任意整數n ≥ 1 , S(n, 1) = S(n, n) = S(0, 0) = 1

對任意0 ≤ n < m, S(n, m) = 0

這些性質的證明請參考 R. Merris[1]。

以下, 我們用上述的性質 (1) 及 (2) 來證明 [2] 中的性質 2.1 及性質 2.2, 在此之前, 我

們先給出一個引理。

引理.
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證明. 請參閱 [1, p.131] ���

定理 1. 對所有整數 k ≥ 0 及 i ≥ 0, 我們有 d(k, i) = i!S(k + 1, i + 1)。

證明. 由上述引理,
n
∑

i=0

jk =
k
∑

i=1

i!S(k, i)

(

n + 1

i + 1

)

由 Pascal 恆等式,
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(由(1))
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又因
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即得 d(k, i) = i!S(k + 1, i + 1)。 ���

利用定理1, 我們將說明原文中性質 2.1 事實上是第二類 Stirling 數的性質 (1)。 已知原

文性質2.1:

d(k, i) = id(k − 1, i − 1) + (i + 1)d(k − 1, i)

由定理 1, 上式可表成

i!S(k + 1, i + 1) = i(i − 1)!S(k, i) + (i + 1)i!S(k, i + 1)

等號兩邊同除 i! 得

S(k + 1, i + 1) = S(k, i) + (i + 1)S(k, i + 1)

這就是第二類 Stirling 數的性質 (1)。

同理, 原文的性質 2.2 其實也是第二類 Stirling 數的性質 (1) 及性質 (2)。

已知原文性質2.2: 對所有 0 ≤ i ≤ k − 1, 有
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當 i = k 時, 有

d(k, k) =
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(4)

先看 0 ≤ i ≤ k − 1, (3) 式等號兩邊同除 i! 得
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由第二類 Stirling 數性質 (2),

1

i!
d(k, i) = S(k, i) + (i + 1)S(k, i + 1)

再由定理 1,

S(k + 1, i + 1) = S(k, i) + (i + 1)S(k, i + 1)

而當 i = k 時, (4) 式等號兩邊同除 k!, 再由定理 1 得

1
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3. Bernoulli 數之另一表示法

原文中關於 Bernoulli 數的一結論是:

對任意自然數 k,
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∑
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以下我們利用 S(k, i) 對這個結果進行改寫。

定理 2.
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證明.
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利用定理 1 及定理 2, 我們可以將 (5) 式改寫如下:

B2k =
2k
∑

i=0

i!S(2k + 1, i + 1)(−1)i

(

1 +
1

2
+ . . . +

1
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)

(6)

註. (6) 式可繼續用第一類 Stirling 數 s(k, i) 表示成

B2k =

2k
∑

i=0

1

i + 1
S(2k + 1, i + 1)s(i + 2, 2)

關於第一類 Stirling 數 s(k, i) 的定義請參閱 [1]。
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