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需要十億年才能看完世界最長的

數學證明

李信明

生命太短了, 不該浪費時間去檢驗一個複雜而錯誤可能性又非常大的證明。

— 馬丁 · 加德納

2016年7月9日在法國波爾多 (Bordeaux) 舉辦國際 2016 年 SAT 電腦大會, 來自德

州大學、 肯塔基大學和英國斯旺西大學的三名數學家表示他們利用分塊攻克策略 (Cube-and-

Conquer) 這種混合性的可滿足性測試方法, 解答及證明了來自 1970 年葛立粧 (Ron Gra-

ham, 1935∼) 和匈牙利的數學家保羅 · 厄多斯 (Paul Erdös , 1913∼1996) 提出的拉姆齊理

論 (Ramsey Theory) 的布林畢氏三元數問題。 2016 年 7 月 11 日世界各國報紙以 《美英數

學家攻克世界難題 證明過程若看完需 10 億年》 的大標題報導轟動了世界的新聞。這是數學領

域中的一項驚人消息、 創造一個迄今為止不曾有過的最長的數學證明。

轟動世界的新聞—世界最長的數學證明
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在數學上, 判斷一件事情的語句叫做 「命題」, 證明是在一個特定的公理系統中, 根據一定

的規則或標準, 由公理和定理推導出某些命題的過程。 三位教授承認要證明他們的解答正確很

難, 因為在德州先進運算中心超級電腦協助下產生的證明檔, 大小達到 200TB, 相當於美國國

會圖書館所有數碼資料的總和, 這也是人類迄今得到的最 「長」 的一個數學 「證明」。

美國理論物理學家理查 · 費曼 (Richard Feynman, 1918∼1988) 由於在量子電動力學

的工作獲得 1965 年諾貝爾物理獎, 他在中學時期數學很好, 進入麻省理工學院, 原先是唸數學

系, 後來覺得數學的實用性不強, 想轉讀電機工程, 最後決定唸物理專業。

他參與製造原子彈的曼哈頓計畫, 在洛斯阿拉莫 (Los Alamos) 他和一群來自歐洲和美

國的卓越數學家, 像馮 · 諾依曼 (John von Neumann), 烏拉姆在一起工作。 他曾對他們取

笑:「你們數學家就是拿著顯而易見的事情證明給人看的人。」

馮諾曼, 費曼和烏拉姆在一起討論

他講的話沒有錯。

我們小學時期學習的整數和加法及乘法運算, 到了大學我們學習到整數是可以用義大利數

學家皮亞諾 (Giuseppe Peano, 1858∼1932) 的公理系統定義, 而證明加法及乘法是滿足交換

律 a+ b = b+ a, a× b = b× a, 並不是一件容易的事。

直觀上是對的東西, 不一定是正確。

“1 + 1 = 2”, 直觀上是對的, 也是正確。 但是兩位英國數學家懷德海 (Alfred North

Whitehead, 1861∼1947) 與伯特蘭 · 羅素 (Bertrand Russell, 1872∼1970) 為了完善數

學的基礎花了十多年的時間寫了一本三大卷的 《數學原理》, 這是二十世紀最偉大的數學書近

2,000 頁。 《數學原理》 竟然在 360 頁之後才能介紹“1”, 1 + 1 = 2 要在 379 頁才能證明。

寫書給羅素帶來痛苦、 焦慮, 在 1903 和 1904 年的夏天達到了高峰。

那段日子被他稱為 「徹底的智力僵局」 (complete intellectual deadlock): 他每天早晨

拿出一張白紙, 除午飯外, 整天就對著白紙枯坐, 卻往往一個字也寫不出, 認為是江郎才盡。 他
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尼加拉瓜發行“1+1=2”的紀念郵票

常到牛津附近一座跨越鐵路的橋上去看火車, 在情緒悲觀時, 看著一列列火車駛過, 他有時會生

出可怕的念頭: 也許明天乾脆臥軌了結此生。

寫完這書之後羅素很沮喪, 在給一位朋友的信中稱 《數學原理》 為 「一本愚蠢的書」 (a

foolish book), 飽受煎熬的羅素不再搞數學了。

懷德海與羅素合寫 《數學原理》

1910∼1913年出版的 《數學原理》 裡面有很多鬼畫符的怪符號,讀者因為內容晦澀難懂寥

寥無幾, 羅素在1959 年 《我的哲學的發展》 (My Philosophical Development) 一書中表示

半個世紀過了讀過 《數學原理》 後面部分的人據他所知只有六個!!

《數學原理》 證明1+1=2
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長期擔任牛津大學和劍橋大學的數學教授哈代 (G. H. Hardy) 是羅素的好友, 在 1940

年名著 《一個數學家的辯白》(A Mathematician’s Apology) 中轉述從羅素本人那裡聽來的

一個噩夢 —— 那是: 「西元 2100 年, 劍橋大學圖書館的管理員拿著一個桶子在書架間巡視,

要把沒用的書扔進桶裡處理掉, 管理員的腳步在三本大書前面停了下來, 羅素認出那正是自己

的 《數學原理》, 而且是最後倖存的一套。管理員把那三本書從書架上抽了出來,翻了翻, 似乎被

數學符號所困惑, 然後他闔上了書, 思索著是否該扔進桶裡 · · · · · · 」

哥德爾 (Kurt Gödel, 1906∼1978) 是 20 世紀的一位偉大的數理邏輯學家, 1906 年生

於奧地利, 1930 年在維也納大學獲博士學位。 1930 年夏天他提出第一不完備性定理:「任意一

個包含算術系統在內的形式系統中,都存在一個命題, 它在這個系統中既不能被證明, 也不能被

否定。」 通俗地講是 「任何一門數學中都有這樣的命題, 從這門數學中的已知事實出發, 你不可

能證明它對, 也不可能證明它不對。」 「不完備性定理」 是數理邏輯發展史上的一個重大研究成

果, 是數學與邏輯發展史上又一個里程碑。

我們熟悉的哥德巴赫猜想,直觀是對的, 但是 「引無數英雄競折腰」, 260年過去了, 到現在

還沒有人能夠證明它是正確的。 —— 或許哥德巴赫猜想是不可判定的!

匈牙利數學家厄多斯是 20 世紀數學論文最多的數學家 (讀者可看 2015 年上海科學技術

出版社出版的李學數 《數學與數學家的故事,第1冊》 《20世紀數學論文最多的數學家—- 紀念

保羅 · 厄多斯》 一文) 。 他和葛立粧問: 「是否存在一個整數 n, 使得 1, 2, 3, 4, . . . , n 每個整數

塗上紅色或藍色,而它裡面的所有勾股數沒有同色的,這性質在 n+1 時不存在?」 這是一道35

年懸而未決的數學難題。 2015 年 5 月有三位元電腦教授合寫了一篇論文 《布林畢氏三元數問

題》, 宣佈解決厄多斯和葛立粧的問題。

葛立粧夫婦和厄多斯 葛立粧

這裡所說的 「布林畢氏三元數」 (Boolean Pythagorean triple), 就是我們稱為 「勾股數」

用兩種顏色著色的問題。
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世界最長的數學證明的第一頁
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奇妙的勾股數

在中學學幾何, 我們知道任意直角三角形它的三個邊 「勾」a, 「股」b, 「弦」c, 滿足等式:

a2 + b2 = c2.

中國古代數學著作 《周髀算經》(西元前 1 世紀) 就有 「勾三股四弦五」 的記載, 即 “3, 4,

5” 是勾股數。

《周髀算經》 書裡有一段周公與商高有趣的對話: 在西元前 1100 年, 周武王的弟弟周公就

曾向當時的一位學者商高求教: 「· · · · · ·去天不可階而升, 地不可得尺寸而度, 請問數安從出?」

商高所提供的測量方法是 「勾股術」: 「· · · · · · 故折矩, 以為勾廣三,股修四, 徑隅五。· · · · · · 」 商

高利用 「勾三股四弦五」 的特殊情形進行測量。

顯然如果 (a, b, c) 是勾股數, 則 (ka, kb, kc) 對於任意正整數 k 也是勾股數。

因此我們感興趣的是 (a, b, c) 三數互素的勾股數,即 GCD(a, b, c) = 1, 我們稱這樣的個

數為素勾股數 (primitive Pythagorean triple)。

歐幾里得在 《幾何原本》 給出生成勾股數的公式:

a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2

(a, b, c) 是素勾股數當且僅當 GCD(a, b, c) = 1, m− n 是奇數。

例如: 當 m = 4, n = 3 時, a = 42 − 32 = 7, b = 2× 4× 3 = 24, c = 42 + 32 = 25 則 7、

24、 25 便是一組勾股數。

小於 300 的素勾股數有 47 個:

(3, 4, 5) (5, 12, 13) (8, 15, 17) (7, 24, 25)

(20, 21, 29) (12, 35, 37) (9, 40, 41) (28, 45, 53)

(11, 60, 61) (16, 63, 65) (33, 56, 65) (48, 55, 73)

(13, 84, 85) (36, 77, 85) (39, 80, 89) (65, 72, 97)

(20, 99, 101) (60, 91, 109) (15, 112, 113) (44, 117, 125)

(88, 105, 137) (17, 144, 145) (24, 143, 145) (51, 140, 149)

(85, 132, 157) (119, 120, 169) (52, 165, 173) (19, 180, 181)

(57, 176, 185) (104, 153, 185) (95, 168, 193) (28, 195, 197)

(84, 187, 205) (133, 156, 205) (21, 220, 221) (140, 171, 221)

(60, 221, 229) (105, 208, 233) (120, 209, 241) (32, 255, 257)

(23, 264, 265) (96, 247, 265) (69, 260, 269) (115, 252, 277)

(160, 231, 281) (161, 240, 289) (68, 285, 293)
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觀察這些勾股數可以發現一個規律: 當第一個數是奇數時, 則第二個數是第一個數的平方

減去 1 再除以 2, 第三個數是第一個數的平方加上 1 再除以 2 (也是第二個數加上 1), 這就是

當 k 是奇數時, k, (k × 2− 1)/2, (k × 2 + 1)/2 (k ≥ 3, 奇數) 就是一組勾股數。

對於任意偶數 2n (n > 1), 都可構成一組勾股數: 2n, n× 2− 1、 n× 2 + 1。 這是古希

臘亞歷山大港的數學家丟番圖 (Diophantus, 生卒年約西元 200∼214 至西元 284∼298) 所

發現的。

厄多斯–葛立粧的問題

人類對勾股數的研究有三千年歷史, 在 70年代葛立粧和厄多斯問: 「是否存在一個整數 n,

使得 1, 2, 3, 4, . . . , n 每個整數塗上紅色或藍色, 而它裡面沒有同色的勾股數, 這性質在 n+ 1

時不存在?」

比方說取 n = 6, 我們可以這樣對 1, 2, 3, 4, 5, 6 整數塗上顏色:

(3,4,5) 是勾股數, 3,4 塗紅色則 5 要塗藍色。

而 n = 7 時, 底下兩種塗法仍能讓所有勾股數不同色。

為什麼這個問題難解決呢?

因為當我們延展 n, 比方說由 7 到 8, 由 8 到 9, 由 9 到 10, 我們要考慮的情形就變得

很多。 每加入一個新的數字, 就可能會多出一些三陣列,複雜性就增加了, 因此這種用 「窮舉法」

的方法是行不通的。

葛立粧給 100 美元作為解決這個拉姆齊理論 (Ramsey Theory) 範疇長久未解的難題的

獎賞。

把問題簡化

美國匈牙利數學家喬治 · 波利亞 (George Pólya, 1887∼1985), 曾在 《怎樣解題》(How

to Solve It) 一書中建議人們在解決數學問題時, 若解不出這道問題, 便先解一個有關的問題。

如果遇到困難可以嘗試把條件改變一些, 先變成容易的問題去考慮, 這樣有助於解題。
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因此我們嘗試不考慮勾股數, 而是 (a, b, c) 有 a+ b = c。

我們就稱 「和陣列」, 底下是一些 「和陣列」:

(1, 2, 3), (2, 3, 5), (1, 4, 5), (2, 4, 6)

我們改寫葛立粧的問題:「是否存在一個 n, 使得 1,2, . . . , n 的所有和陣列在塗上紅色或

藍色後, 沒有和陣列是同色的。 而這個性質在 n + 1 時不成立?」

我們就試 n = 6, 有兩種著色法還沒有發現同色和陣列:

擴大到 n = 7, 可以把推理過程用決策樹來描述這個判定過程, 圖所示形象地表示 : 這兩種著

色法還沒有發現同色的性質。

擴大到 n = 8, 我們發現仍然有這種性質:
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擴大到 n = 9

我們看到9不能塗紅色或藍色, 因此對於這個簡化的問題, 我們找到答案 n = 8。

伊薩 · 蘇

德國猶太數學家伊薩 · 蘇 (Issai Schur,1875∼1941) 在上世紀

研究和陣列, 導入底下的概念:

定義: 令 S 是半群 (N,+) 的非空集, 對於任何 x, y 在 S 的

元素, S 滿足性質: 我們有 x + y 不在 S 裡, 我們稱這個集為

非和集 (sum-free set)。

任何奇數集都是非和集。 他在 1916 年研究數學的非和集

時, 發現了以下定理:

蘇定理: 令 r ≥ 1, 則存在一個最小的整數 s(r), 使得任意

N ≥ s(r), 我們可以用 r 種顏色塗 {1, 2, . . . , N}, 使得同

色 (x, y, z) 三元素滿足 x+ y = z。

他可以利用這個原理, 證明底下與費馬最後定理有關的漂亮定理:
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定理: 令 n > 1, 存在一個整數 s(n), 使得對於所有的素數 p > s(n), 底下同餘方程

xn + yn = zn (mod p)

有解, 而 p 不能整除 xyz。

三色畢氏數問題

如果兩色著色問題難以解決, 我們就考慮用三色來著色, 可能就會容易些, 因為我們的自

由度增加了。

我們用綠、 橙、 黃三色來塗整數, 我們的問題是 「是否存在一個 n, 在 1, 2, . . . , n 每個整

數塗上綠色、 橙色或黃色, 而它裡面的所有勾股數沒有同色的,而這個性質在 n+1 時不成立?」

這個問題比二色畢氏數問題簡單許多, 利用我們前面小於 300 的奇勾股數表, 我們很容易

驗證 n = 110。
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三俠客出馬

菲勒 (Marijn Heule)、 庫曼 ( Oliver Kullman) 和馬力克 (Victor Marek ) 是德薩斯

(Texas University), 英國斯旺西 (Swansea) 及肯塔西 (Kentucky) 大學的教授, 他們利用

「分塊攻克」 (Cube and Conquer) 策略證明 「布林畢氏三元數問題」 (Boolean Pythagorean

Triples) 的解是 n = 7824。

德薩斯 Stampede 超級電腦

不過, 他們承認要證明他們的解答很難, 因為在德州先進運算中心超級電腦 (這個電腦有

800 個中央處理器) 協助下產生的證明檔, 大小達到 200TB, 相當於美國國會圖書館所有數碼

資料的總和, 這也是人類迄今得到最 「長」 的一個數學 「證明」。

布林畢氏三元數的一個解
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菲勒教授到葛立粧所在的大學演講海報。

證明顯示一直到 7824 這個數位為止,這種著色方式是可能的,換句話說, 在加入 7825 之

前所有合理的著色方法, 這些數字裡至少有一對同時為紅色,而至少還有一對同時為藍色,所以

新加入了 7825 後就無法繼續著色。 可是超過這個數字就不行, 當 n = 7825 時, 就找不到解。

加入 7825 這個數字的時候, 形成的新圖達到了 「不管怎樣著色都會有某個三陣列同色」 的要

求。 {1, 2, . . . , 7825} 有 102300 種著色方法, 研究人員利用對稱性和數論技術設法將電腦需

要檢查的可能著色方法減少到 1 萬億以內, 然後 Stampede 超級電腦足足跑了兩天才得到這

種證明。

他們的論文和資料佔據電腦容量200terabytes, 這個量是多大呢?

俄國作家列夫 · 托爾斯泰 (Leo Tolstoy, 1828∼1910) 歷時六年寫的 《戰爭與和平》 是公

認最長的巨著, 被稱為 「世界上最偉大的小說」, 作品被譯為各國文字, 銷售量累積超過 5 億冊。
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一個 terabyte 的電腦儲存容量單位, 也常用 TB 來表示。 1TB=1024GB=240 位元組, 相當

於 337920 本 《戰爭與和平》。 200 terabyte 相當於 6 千萬本 《戰爭與和平》, 也差不多是美國

國會圖書館的藏書量。 以一目十行的速度要把論文全部讀完估計要花 10 億年的時間!

菲勒、 庫曼和馬力克在去年 5 月把論文發表在預印本網站上,而菲勒教授在 2016 年 4 月

14 日到葛立粧所在的加州大學聖地牙哥分校 (University of California, San Diego) 給一個

演講。馬丁 · 加德納曽說:「生命太短了,不該浪費時間去檢驗一個複雜而錯誤可能性又非常大的

證明。」 菲勒、 庫曼和馬力克的主要貢獻在於運用電子電腦完成了這件人類無法完成的事, 解決

了人們多年來無法解決的理論問題。它表明, 靠人與機器合作,有可能完成連最著名的數學家至

今也束手無策的工作。 而論文的複雜性使人們幾乎無法檢查細節。 菲勒希望能夠找到 7825 在

二色著色沒有同色的畢氏三元數的直接證明。

現在, 會有不少數學家尋找一種同色的畢氏三元數更簡潔的書面證明方法。

20 多年來許多研究者一直努力利用電腦來解決這個問題都沒有成功。 2008 年南卡羅來納

大學的庫柏 (Joshua Cooper) 及在維吉尼亞理工學院的波賴爾 (Chris Poirel) 用幾百個小

時算出 1 到 1344 的整數集合, 都沒有同色的畢氏三元數。 2012 年庫柏的碩士學生 (W. Kay)

證明了 1 到 1514 的整數集合, 都有二色著色沒有同色的畢氏三元數。

動腦筋, 算算看!

1. 是否存在一個 n, 在 1, 2, . . . , n 每個整數塗上紅色或藍色, 而裡面所有 (x, y, z) 滿足

(1) x+ y = 2z

(2) x+ y = 3z

(3) 2x+ y = z

(4) 2x+ 3y = z

(5) x2 + y = z

(1) x2 + y2 = z

沒有同色, 且這個性質在 n+ 1 時不成立?

2. 是否存在一個 n, 在 1, 2, . . . , n 每個整數塗上綠色,紅色或藍色,而它裡面的所有 (x, y, z)

滿足

(1) x+ y = 2z

(2) x+ y = 3z

(3) 2x+ y = z

(4) 2x+ 3y = z

(5) x2 + y = z
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(6) x2 + y2 = z

沒有同色, 且這個性質在 n+ 1 時不成立?

讀者可以將結果發送電子郵件至:(1) lixueshu2014@gmail.com (2) sinminlee@gmail.com

和我討論。
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