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最優搜索問題一一從馬航失聯談起

陳木法

一、 引言

2014 年 3 月 8 日淩晨 1 時 20 分, 馬來西亞航空公司航班 MH370 失聯, 機上有乘客

239 人/中國乘客 154 名, 至今搜索失敗, 常常感到有錐心之痛, 原因何在? 搜索失聯客機, 是

一個典型的搜索問題, 以最快的方法找到客機, 那就是一個最優搜索問題。 這類問題隨處可見,

例如國防: 敵方的潛水艇沿長江口潛入內陸, 如何及早發現? 又如國家的宏觀經濟, 如何實現較

優的調控? 就看日常生活中的烹調, 放多少水做出來的米飯最好吃等等。 人們每天都在尋求最

佳方案, 本文是這個失聯事件所觸發的關於最優搜索問題的一點思考,雖是紙上談兵, 但願對於

處理實際搜索問題有所幫助。

本文也希望為如何做數學提供一個案例, 何為創新? 何為好數學? 如何選方向/選題? 如

何步步深入?

從數學上講, 在許多情況下, 這是一個尋找函數的最大/最小值問題。 也許, 大家會覺得這

很容易, 我們已經在分析和計算課程中學過不少方法。 問題是那裏預先假定函數的解析表達式

是己知的, 這未必可行,例如我們並不知道米飯 「好吃」的表達式是什麽, 也不知道尋找MH370

應該用什麽函數來刻畫。 當然, 如果知道函數的類型, 則可通過實驗尋找函數的表達式, 這常常

需要做大量的實驗, 成本很高。 退一步說, 即使表達式是己知的, 大多算法也未必高效。 我們要

尋找的是直接搜索方法, 無需預知目標函數的表達式,這好像也不難, 就像 「瞎子爬山」, 哪裏高

就往哪裏爬就是了, 此即是一種直接搜索方法, 有時可行, 但太慢, 也缺乏藝術性和數學美感。

從現在開始, 我們要離開 MH370 一陣子, 待有足夠的準備之後, 再回來。

我國著名數學家華羅庚先生把處理這類問題的數學方法稱為 「優選法」: 即不僅要求優、而

且要以最好方法求優。 早在 1970 年代, 他帶領推廣優選法小分隊到全國各地開展推廣優選法

的實踐活動。 我本人曾有幸參加 1975 年在山西省的 「推優小分隊」。 這項工作的困難程度遠非

現在可以想像。 首先, 需從浩繁的文獻中, 找出在理論上可靠、 又在實際中可用、 並適合於科普

的方法, 須知那時候的大多數工人群眾只有小學文化程度, 懂算術、 但不懂代數, 到工廠、 車間

去給工人們講解優選法, 既無黑版、 又無粉筆可用, 如何講解? 為此, 先介紹華先生所發明了一

種 「折紙條法」。
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在開始介紹我們的方法之前,請大家先記住一個常數: 0.618, 假定我們所關心的試驗範圍

是 1000 到 2000 個單位, 那麽, 第一個試驗點就選在這個範圍內的 0.618 處:
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把紙條在中間對折過來, 剛才的試驗點 1© 對應過來就有第二個試點 2©:
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有了兩次試驗, 就可以進行比較。 如 1© 比 2© 好, 就可去掉不好的那一段(即 2© 左邊的那一

段); 反之, 如 2© 比 1© 好, 則可去掉 1© 右邊的那一段:
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現在, 餘下的範圍是
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中間是上次留下的已試好點 2©。 下一步, 再將紙條對折, 由 2© 可找到它的對稱點 3©; 在此處

做第 3 次試驗。
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然後再去掉不好的那一段, 例如說, 此時 2© 比 3© 好, 去掉 3© 左邊的那一段,
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再折紙條, 得到 2© 所對應的第 4 個試驗點:
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如此繼續 「去掉」 和 「對折」 程序, 經過 2 ∼ 5 次試驗, 常可找到滿意的解答。 概括起來, 除了

牢記常數 0.618 和決定初始搜索範圍而外, 僅有兩個要點:

• 第一個試驗點為: 起點 + (試驗範圍的) 長度 ×0.618。

• 為計算對折所找的新試驗點, 使用口訣: 加兩頭、 減中間, 即新試驗點等於上次試驗所餘範

圍的兩頭相加、 再減去中間的已試驗點。

這裏所用到數學僅有算術而已, 無需粉筆、 黑版, 隨時隨地可以宣講。 在歷史上, 將如此先進的

現代數學方法用這麽通俗的方式直接交到廣大工人手裏,相信這是前無古人的, 意義非凡, 價值

非凡。 「折紙條法」 也俗稱為 「0.618 法」, 後面我們還會給出其學名。 其實, 講到這裏, 已經可以

討論 MH370 的搜索問題了, 但我們寧願讓大家再想想, 後面再來討論。

二、 最優試驗方法的探求與發展

單峰函數與試驗策略

粗略地說, 我們的目標是尋找函數的最大值, 研究任何問題的要點之一是從簡單入手。 因

此, 我們先限於單個變數的單峰函數: 它僅有一個最大值, 在 cf 處取到; 在其兩邊, 函數嚴格

單調 (但未必連續), 如圖 1 所示。 我們需要細心考察單峰函數的性質。 如圖 2, 放進一個試驗

點 x1, 對於圖 2 中的單峰函數, cf > x1, 但對於另外的單峰函數, 可能有 cf < x1。 這樣, 對

於一般的單峰函數, 一個試點不足以判定最大值點處於何處: 左邊或右邊?
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圖 1: 單峰函數 圖 2: 一個試驗點
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我們指出, 在一些特別情形,有一個試點便可決定存留。 例如修水管,。 假定左邊有水, 右邊

無水。 那就查中點, 如有水, 左半邊可忽略, 然後如法炮製處理右半邊, 規則是: 每次新試點取

為上次餘下範圍的中點。 在這種特殊情況下, 這種方法是最優的, 稱為 「對分法」。

回到單峰函數情形,需要兩個試點 (圖 3), 有了兩個結果, 就可以進行比較, 並去掉一部分

範圍, 見 圖 4∼6。
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圖 3: 兩個試驗點 圖 4: 去掉左邊一段
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圖 5: 去掉右邊一段 圖 6: 去掉兩邊兩段

在確定了函數類之後, 自然要分析一下我們所應採用的試驗策略 (方法)。 圖 4∼6 引導我

們去考慮序貫求優, 即通過已試驗的位置和結果安排下一個試驗, 無妨設試驗範圍為單位區間

[0, 1], 我們用 F 表示 [0, 1] 上單峰函數的全體, 定義試驗策略 P 如次: 它的第 1 個試驗點

x1 (P) 與 f ∈ F 無關; 第 n (n > 2) 個試驗點 xn 由策略 P、 前 n− 1 個試驗點及其試

驗結果決定:

xn = xn

(

P; x1, . . . , xn−1; f(x1), . . . , f(xn−1)
)

.

上節所述的 0.618 法是一種簡明的策略, 也是上述策略類中的最優策略, 下面是另一個代

表。

分數法

分數法使用 Fibonacci 數列: F0 = F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2, n > 2。
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它很像 0.618 法, 但需預先確定試驗的總次數 n (> 1)。 此時, 分數法 Fn 的第一個試點取為

x1(Fn)=Fn/Fn+1; 如同 0.618 法那樣, 以後各個試點依照對稱規則安排, 在最後的第 n 步,

試點安排在第 n − 1 步留下的剩餘區間的中點, 其兩邊的長度恰好為 1/Fn+1, 往後對稱規則

不能用了, 所以試驗到此終止; 除非重新開始, 但那就不是最優方法了。

三類最優試驗策略

我們以發展的時間順序,介紹三類最優試驗策略。為此, 需要判斷試驗策略優劣的標準,即

試驗精度。 回顧對於每一個 f ∈ F , 都有峰值點 cf : f 在 cf 處達到最大。 另一方面, 經過 n

步試驗, n 個試點中, 必定有 cf(P, n) ∈ {x1, . . . , xn} 使得 f 在此處達到最大:

f(cf(P, n)) = max{f(xi) : i = 1, . . . , n}.

cf (P, n) 就是策略 P 在前 n 步試驗中的最大值點, 因為我們期望我們的試驗策略適用於一

切單峰函數, 所以定義

δ(P, n) = sup
f∈F

|cf(P, n)− cf |

為 策略 PPP 的 nnn 步精度, 這個概念以後在更廣的意義下保持不變, 這裏使用 「supf」 表示以

最差情形 (即最大誤差) 作標準, 而不是以常用的平均作標準。 要理解它們之間的差別, 講個小

例子, 我說我們學校有一個小團隊, 平均年齡 20 歲。 大家心裏會猜想, 這沒準是他們學校的排

球隊, 隊員們個個身強力壯。 其實, 我心裏想的是我校的托兒所: 一個班的 6 個嬰兒加上 3 位

老婆婆, 他們的平均年齡也是 20 歲, 「平均」 當然好, 也常用, 例如在昆明, 「平均氣溫」 好用,

因為每天溫差不大; 但 「平均氣溫」 在北京就不好用, 因為早晚的溫差較大, 這裏使用最大偏差

做標準, 是因為對於不同函數的偏差可能相差很大, 非簡單地平均所能刻畫, 所以使用最大偏

差最保險。 我們的目標是尋找某個試驗策略 P0, 使得最壞估計 δ(P, n) 在 P0 處達到最小:

infP δ(P, n)。 在最優化理論中, 這稱為 極大極小化原理。

定理 1 (Jack Carl Kiefer (1953)). 分數法 Fn 是 n 步最優策略:

δ(Fn, n) = inf
P

δ(P, n) = F−1
n+1.

Kiefer 在他的論文的末尾也指出: 預定試驗次數在實際應用中恐有不便, 他建議使用

lim
n→∞

x1(Fn) = lim
n→∞

Fn

Fn+1
=

√
5− 1

2
=: ω

作為近似, 代替 x1(Fn) 作為第 1 個試點, 然後依照對稱規則安排隨後的試驗, 這就是黃金分



✐

✐

“C41N32” — 2017/9/19 — 16:42 — page 18 — #6
✐

✐

✐

✐

✐

✐

18 數學傳播 41卷3期 民106年9月

割法(即 0.618) 法的原始來歷。 要證明上面的極限, 只需使用 Fn 的遞推方程, 寫出連分數

Fn

Fn+1
=

1

1 + Fn−1/Fn

=
1

1 +
1

1 +
1

. . .

.

這樣, 極限 ω 滿足方程 ω = 1/(1 + ω)。 由此解出

ω =

√
5− 1

2
≈ 0.618.

之所以稱為黃金分割法, 因為 ω 乃是歷史上很有名的黃金分割常數。

上述 Kiefer 的開天辟地的論文僅有 4 頁加 4 行, 令人吃驚的是, 這是他的碩士學位論文;

更令人吃驚的是他於 1942 年上大學 MIT, 第 2 年因第二次世界大戰入伍美國空軍, 3 年後

(1946) 回到 MIT, 於 1948 年獲得本科和碩士學位。這樣, 他真正的本科和碩士總共只讀了 3

年, 所以無法不讓人佩服。 他後來的主要貢獻是在 《試驗設計》 這門學科前加上了 「最優」。 他

於 1975 年當選美國科學院院士。

Jack Carl Kiefer, 1924∼1981

下面, 我們轉到第二類最優試驗策略。 與 Kiefer 的看法不同, 華先生認為黃金分割法 W

是最優的, 而分數法 Fn 是其近似, 簡單的理解可用數論中的丟番圖逼近: 如同前面的連分數

所示, 分數列 {Fn/Fn+1}n>1 (有理數) 構成 (無理數) ω 的最佳逼近。 為闡述這一理論結果,

我們先定義 來回調試策略 PPP: 它從第 3 步開始, 每一步都在剩餘區間上安排試點。
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定理 2 (華羅庚 (1971, 1981)). 對於每一來回調試策略 P, 當 n ≫ 1 時, 有 δ(P, n) >

δ(W , n) = ωn。 換言之, 黃金分割法是來回調試策略中在無窮遠處的最優策略。

後來, 洪加威 (1973, 1974) 將此定理中的來回調試策略拓廣為一般策略。

1970 年代, 華先生帶領他的小分隊, 到全國各地推廣優選法, 期間出版了不少優選法的科

普著作和應用專集, 下面是我所見到的第一本, 也是影響我一生的一本小冊子。

此書購於 1971 年 6 月 3 日, 全書共 23 頁, 定價 7 分錢, 留心這裏的作者署名 「齊念一」(我

至今不知其含義), 那時候 「華羅庚」 的名字不能用! 下面是我所保存的其它幾種版本。
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現在, 轉來研究第三種最優試驗策略。 仔細想想, Kiefer 和華先生的最優化策略都是預定

了試驗的次數: Kiefer 定在有限 n 步, 而華定在無窮遠處。 為適用於所有試驗次數, 如同取最

壞情形以適用於所有單峰函數, 依 「極大極小化」 原理, 需尋求使

sup
n>1

sup
f∈F

∣

∣cf − cf(P, n)
∣

∣ = sup
n>1

δ(P, n)

達到最小的試驗策略 P, 細加琢磨, 這裏有漏洞。 因為對於不同的 n, 試驗區間的長度可能相

差太遠, 不可同等對待。 這就引導我們以相對誤差代替絕對誤差, 現在, n 步的相對誤差為

δ(P, n)− δ(Fn, n)

δ(Fn, n)
= Fn+1δ(P, n)− 1.
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因此, 略去常數 −1, 可定義 δ(P) = supn>1 Fn+1δ(P, n) 並稱之為 策略 PPP (在不定次數

意義下) 的精度。 留心這裏從 δ(P, n) 到 δ(P), 因為考慮相對誤差而增加了因子 Fn+1, 這個

觀察以後有用。

稱P 為對稱策略, 如從第 2 步開始, 它在上次試驗的剩餘區間上依對稱規則安排新試點。

之所以限於對稱策略, 是因為在實踐中, 構造複雜的策略用處不大。

定理 3 (陳 (1977)). 對於每一對稱策略 P, 有 δ(P) > δ(W )。 換言之, 黃金分割法是對稱

策略中在不定次數意義下的最優策略。

此結果並不過癮, 因為它只是已有方法的新解釋, 並沒有提供新方法。 進一步的結果見本

文的末節。

三、MH370

也許, 一開頭看不出搜索失聯飛機與上面所介紹的優選法有何關聯。

馬航 MH370: 2014 年 3 月 25 日路線圖

這需要一點思考。 大家知道, 飛機上有一個信號源: 黑匣子。 這樣, 找飛機就等於找信號最大的

位置。有一訊息還可以大大簡化我們尋找的精力,那就是失聯飛機的飛行路線。 上圖的時間點是

重要的, 因為黑匣子的電能尚未耗盡, 可惜路線圖比較粗糙。 反之, 下圖 (左邊為北、 右邊為南)

的路線已經很清晰, 可惜黑匣子已過期。 這樣, 我們就喪失了寶貴的機會。
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馬航 MH370: 2014 年 5 月 2 日路線圖

亞航 QZ8501; 2014/12/27∼30

真是機不可失, 時不再來。 其實, 有了這張圖, 我們的搜索就可以大大簡化, 可將三維的搜索問

題簡化為一維: 首先, 在這條曲線找到信號最大的位置,然後垂直向下的海底就應該是我們所要

的地方, 而沿曲線搜索問題就可用我們前面所講的優選法。為說明我們的分析是有道理的,只需

看看九個多月後失聯亞航 QZ8501 的搜索, 它很快被找到, 是因為有一乘客忘了關手機, 發出

了微弱信號。
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四、 每批多個試點的優選法

馬航 MH370 的搜索, 最多的時候有 26 國家參加, 所以是 26 國聯軍, 與前面不同, 每步

(批) 可安排多個試點 (並行算法), 此時最優策略是什麽? 為討論此問題, 我們先限於以下試驗

策略類, 稱 P 為 基本策略, 如在第 j 步, 新試點和上次留下來的好點將實驗區間分為長度分

別為 αj 和 βj 兩兩相間的諸段。

αjαjαj βjβjβj αjαjαj βjβjβj αjαjαj

固定 i>1。 我們先考慮每步 (批) 2i (i>1) 個試點情形, 定義兩種策略如下。

• 預定 n 步的基本策略 E
(i)
n :

α1 =
2(i+ 1)n−1 − 1

2(i+ 1)n − 1
, β1 =

1

2(i+ 1)n − 1
.

• 不定步數的基本策略 E (i): 對於每一個 j, αj = βj, 即每一步將區間等分。

與前面一樣, 可定義策略 P 的 nnn 步精度: δ(P, n) = supf∈F |cf − cf(P, n)|。 然後可算出

δ
(

E
(i)
n , n

)

= [2(i+ 1)n − 1]−1 =: E(i)
n

−1

δ
(

E
(i), n

)

= [(2i+ 1)(i+ 1)n−1]−1.

由此可定義每步 2 i 個試點, 不定步數的精度 δ(P) = supn>1E
(i)
n δ(P, n)。 我們注意, 當

n → ∞ 時, E
(i)
n 退化, 此時不存在無窮遠處的最優策略, 但在我們不定步數意義下, 此問題有

很簡單的解答。

定理 4 (陳, 1977). 設每步 2 i 個試點。

• 當 i > 2 時, 策略 E (i) 在不定步數意義下最優。

• 當 i = 1 時, 第一步的兩個試點為

α1 =
3

7
, β1 =

1

7
(非均分)。

最後考慮每步 2 i− 1 (i > 1) 個試點。 此時, 依照定與不定步數兩種情形, 我們分別有廣

義分數法與廣義黃金分割法。 先定義廣義 Fibonacci 數列:

F
(i)
0 = F

(i)
1 = 1, F (i)

n = i
(

F
(i)
n−1 + F

(i)
n−2

)

, n > 2.

現在可陳述這兩種方法。 為此, 只需寫出相應的 α1 和 β1。 自此以後, 除非確有必要, 我們略去

F
(i)
n 的上標 i 不寫。
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• nnn 步廣義分數法: α1 = Fn/Fn+1, β1 = Fn−1/Fn+1。

• 廣義黃金分割法: α1 = ω(i), β1 = ω(i)2, 其中

ω(i) = lim
n→∞

Fn

Fn+1

=

√

i(i+ 4)− i

2i
.

每步 2 i− 1 個試點, 不定步數的精度定義為 δ(P)=supn>1F
(i)
n δ(P, n)。

定理 5 (陳與黃, 1995). 設每批 2i−1 個試點, 則在不定批數意義下基本策略類中的最優者為

α1 =

{

1

i

[

i+ 1

2

]

+ χ(i)ω

}

ω, β1 =
1

i
− α1,

其中 [x] 為不超過 x 的最大整數,

χ(i) =







0 如 i 為奇數,

1 如 i 為偶數。

除非 i = 1, 這不同於廣義黃金分割法 W (i)。

對於更一般情形, 每批的試驗次數任意給定, 在不定批數意義下的最優策略目前還是一個

待解問題。當然, 在給定批數條件下的解答早就知道了,例如見 [6, 8]。 這裏, 我們只討論了單因

素, 對於多因素情形, 自然有更多的選擇, 有更大的靈活性。 我們順便指正: 如同在其它領域一

樣, 在數學上, 也需要有很強的鑑賞能力和批判意識, 例如在多因素情形, 有單純形法 (俗稱翻

跟鬥法) 及其變形, 如矩形調優法。 但這兩種方法表面上雷同, 但在數學原理上卻有優劣之分。

詳見 [8, 第 83、 84 頁] 或 [10, 第 c91–93 頁]。 更多方法可參考 [7]–[10] 和 [11]。 對於優選法

更新一些的進展, 也許可參考 [12, 13]。 本文涉及 MH370 的想法也許將來在處理相關課題時

會有點用處。 作者衷心希望 《優選學》 這門數學分支學科能夠有更大的發展。

從作者的主頁 (http://math0.bnu.edu.cn/~chenmf) 中可找到更多的科普文章和視

頻。
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