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一種構造雙偶數階幻方的方法

一一基於楊輝、 丟勒與拉馬努金

幻方的啟發

聶春笑

一、 引言

幻方是由自然數 1 ∼ n
2 組成的 n 階方陣, 其每行每列以及兩條對角線元素之和均為常

數, 該常數被稱為幻和。 由於這種特別的性質, 歷史上幻方引起了許多人的關注, 比如楊輝、 富

蘭克林、丟勒、歐拉與拉馬努金等人都記錄或構造過幻方。目前,大量的構造方法已經被提出來,

特別值得一提的是中國數學家楊輝早在南宋時期就在 《續古摘奇算法》 一書中記錄了 3 ∼ 10

階幻方。 楊輝在書中並未提及其中的大部分幻方的構造方法。 在提及構造方法的幻方中包括了

如矩陣 (1) (2) 所示的兩個四階幻方 [1]。
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歷史上, 歐洲最早的四階幻方出現在丟勒名為 《憂鬱》 的畫作中, 如矩陣(3) 所示 [2]。 畫

作 《憂鬱》 中的各種事物與人物形象讓後人解讀至今。其中的四階幻方有個重要的特點,即最底

一行的中間兩個數連起來是 1514, 這正是丟勒作該畫的年份。
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印度的天才數學家拉馬努金在數學上有重要貢獻,他在傳奇的一生中猜測了許多公式並記

錄在筆記本中。 2015 年曾有電影“The Man Who Knew Infinity”描述了他的傳奇經歷。 拉
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馬努金猜測的公式中的大部分至今未能得到證明。 後人為了研究這些公式而整理了他的筆記本

並出版。從出版的筆記本中,我們可以了解拉馬努金也曾被幻方所吸引。 他在其筆記本的早期部

分給出了一些幻方,其中包括如矩陣 (4) 所示的一個8階幻方 [3]。 如同其猜測的許多公式一樣,

拉馬努金在筆記本中也未給出這個幻方的構造方法。
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在幻方的研究中可以由階將幻方劃分為單偶數階幻方 (2(2k + 1))、 雙偶數階幻方 (4k)

與奇數階幻方 (2k + 1) 三種 (k 為正整數)。 幻方 (1)∼(4) 均為雙偶數階幻方。 本文將研究幻

方 (1)∼(4) 的構造方法, 並總結得到一個構造雙偶數階幻方的一般方法。 在後文, 我們將看到

這四個幻方都可以經過類似步驟構造而得, 從而本質上屬於同一類幻方。

二、 一個例子

首先, 我們觀察矩陣 (1) 的構造方式, 基於觀察將在下一節提出並證明一個引理。

我們從上至下對稱的調換矩陣 (1) 的中間兩列, 則有矩陣 (5)。 再對矩陣 (5) 從左至右的

調換中間兩行, 則有矩陣 (6)。 觀察矩陣 (6) 的特點, 其包括四個 2 階小方陣, 如矩陣 (7) 所

示。 ⎡
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觀察矩陣 (7a)∼(7d) 之間的關係, 我們發現有這樣的規律。第一, 每個小矩陣的上面一行

與下面一行的數字之差都相同, 比如 2 − 10 = −8 = 6 − 14 等等。 第二, 不同矩陣之間相減
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等於一個元素均為同一個常數的矩陣, 比如矩陣 (7a) 減去矩陣 (7b) 得到一個元素均為 1 的

二階矩陣。 現在我們反過來考慮, 如果首先指定矩陣 (6), 然後左右對稱的調換中間兩行, 再上

下對稱的調換中間兩列, 則得到幻方 (1)。 於是引出問題, 第一, 這樣指定一個初始方陣再做對

稱變換是否可以構造幻方? 第二, 如果這樣的方式可以構造一個幻方, 那麼初始方陣應該如何

選擇, 變換又是怎樣的? 我們在下節將首先給出一個引理, 用以推廣本節的例子並回答上面兩

個問題。 在第四節將會看到如何構造幻方 (1)∼(4)。

三、 一個引理

為了便於說明, 在本文約定如果一個方陣滿足每行( 每列、 對角線) 元素之和均等於一個

常數 (幻和), 則稱該方陣的行 (每列、 對角線) 滿足幻方條件。 下面首先引入一個引理, 然後敘

述基於該引理的構造方法。

引理: 設 M 是一個 4n 階方陣, 如矩陣 (8) 所示。 其中 A11 是一個 2n 階方陣, 它的元素

A11(i, j) = a11 + (i − 1)d2 + (j − 1)d1, d1 與 d2 均為非零整數。 E 是一個元素均為 1 的

2n 階方陣。 d12、 d21 與 d22 也是非零整數, 且 d12 + d21 = d22。 則經過對元素的變換 M 可

以生成滿足幻方條件的方陣。

[
A11 A11 + d12 ∗ E

A11 + d21 ∗ E A11 + d22 ∗ E

]

(8)

證明: 為了證明該引理, 我們首先需要構造兩個用於變換的數集, 記 L1 與 L2 如 (9) 與 (10)

所示的數集, 也即從 {1, . . . , 2n} 這 2n 個數中任意選擇 n 個數, 然後再從 {2n+1, . . . , 4n}

這 2n 個數中對稱的選擇 n 個數, 其中對於 k ∈ {1, . . . , 2n}, 選擇 4n − k + 1 ∈ {2n +

1, . . . , 4n}。 可見這樣選擇的數集具有對稱性, 即 k + (4n− k + 1) = 4n+ 1。
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下面證明通過如下的變換步驟,M 可以被轉換為一個行與列滿足幻方條件的方陣,且幻和 S =

4na11 +2n(2n− 1)(d1 + d2) + n(d12 + d21 + d22)。

步驟一: 如果 l ∈ L1, 則 M 的第 l 行左右對稱翻轉, 否則對應的行保持不變, 得到矩陣 M1。

即對於任意 l ∈ L1 有 M1(l, i) = M(l, 4n− i+ 1), 否則 M1(l, i) = M(l, i)。

步驟二: 如果 l ∈ L2, 則 M1 的第 l 列上下對稱翻轉, 否則對應的列保持不變,得到矩陣 M2。

即對於任意 l ∈ L2 有 M2(i, l) = M1(4n− i+ 1, l), 否則 M2(i, l) = M1(i, l)。
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接下來, 我們證明在經過步驟一與步驟二之後, M2 的行與列均滿足幻方條件。首先, 矩陣

M 可以被分解為 M = A+D12 +D21 +D22, 如等式 (11) 所示。

M =

[
A11 A11

A11 A11

]

+

[
0 d12 ∗ E

0 0

]

+

[
0 0

d21 ∗ E 0

]

+

[
0 0

0 d22 ∗ E

]

(11)

其次, 分別證明(11)式右端的四個矩陣在變換之後其行與列均滿足幻方條件。

對於矩陣 A, 其可進一步分解為 A = Ac +D1 +D2, 其中 D1 與 D2 分別如矩陣 (12)

與 (13) 所示 (D1 與 D2 均為 4n 階方陣) , 而 Ac 是一個元素均為 a11 的矩陣。 下面分別證

明矩陣 Ac 與 D1 以及 D2 在變換之後滿足幻方條件。 對於 Ac, 由於它的元素是同一個常數,

因此顯然得證, 且幻和等於 4na11。
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對於矩陣 D1, 當做步驟一的變換之後, 易知每列之和等於常數 SD1
= 2n(2n− 1)d1。 在

步驟二的變換之後, 每行之和也等於常數 2n(2n− 1)d1。 同樣可以證明 D2 在經過步驟一與步

驟二的變換之後得到的矩陣的每列之和與每行之和均為 SD2
= 2n(2n− 1)d2 。

對於矩陣 D12、 D21 與 D22, 易知在變換之後行與列滿足幻方條件, 對應三個矩陣的行與

列滿足的幻和條件分別是 SD12
= nd12、 SD21

= nd21 與 SD22
= nd22 。 因此 M 經過變換得

到的 M2 的每行與每列之和等於常數 S = 4n ∗ a11 + SD1
+ SD2

+ SD12
+ SD21

+ SD22
=

4n ∗ a11 + 2n(2n− 1)(d1 + d2) + n(d12 + d21 + d22)。

下面證明矩陣 M 在經過步驟一與步驟二的變換後對角線滿足幻方條件。 這裡記 A12 =
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A11 + d12 ∗ E、 A21 = A11 + d21 ∗ E、 A22 = A11 + d22 ∗ E 。 即有如下關係式。

A12(i, j) = a11 + (j − 1)d1 + (i− 1)d2 + d12 (14)

A21(i, j) = a11 + (j − 1)d1 + (i− 1)d2 + d21 (15)

A22(i, j) = a11 + (j − 1)d1 + (i− 1)d2 + d22 (16)

在變換時兩條對角線元素總是在兩條對角線上, 對於 i ∈ L1 則 M(i, i) 與 M(4n − i+

1, 4n− i+1)同時分別變為M1(i, 4n− i+1) 與M1(4n− i+1, i), 類似地M(i, 4n− i+1)

與M(4n−i+1, i) 變換為M1(i, i)與M1(4n−i+1, 4n−i+1)。 類似地M1 經過變換後一

個對角線元素依然成對的變換到另一個對角線上,所以下面只需要證明M(i, i)+M(4n− i+

1, 4n−i+1) = M(i, 4n−i+1)+M(4n−i+1, i) = C,這裡 C 是一個常數, 且 2n∗C = S

(每條對角線上有 2n對數)。 容易知M(i, i)對應 A11(i, i) (i ≤ 2n), M(4n−i+1, 4n−i+1)

對應的元素為 A22(2n− i+1, 2n− i+1) (i ≤ 2n), M(i, 4n− i+1) 對應 A12(i, 2n− i+1)

(i ≤ 2n), M(4n− i+ 1, i) 對應 A21(2n− i+ 1, i) (i ≤ 2n)。

計算 M(i, i) +M(4n− i+ 1, 4n− i+ 1) = A11(i, i) +A22(2n− i+ 1, 2n− i+ 1)

如下。

A11(i, i) + A22(2n− i+ 1, 2n− i+ 1)

= a11 + (i− 1)d1 + (i− 1)d2 + a11 + (2n− i)d1 + (2n− i)d2 + d22

= 2a11 + (2n− 1)d1 + (2n− 1)d2 + d22 (17)

計算 M(i, 4n− i+ 1) +M(4n− i+ 1, i) = A12(i, 2n− i+ 1) +A21(2n− i+ 1, i)

如下。

A12(i, 2n− i+ 1) + A21(2n− i+ 1, i)

= a11 + (2n− i)d1 + (i− 1)d2 + d12 + a11 + (i− 1)d1 + (2n− i)d2 + d21

= 2a11 + (2n− 1)d1 + (2n− 1)d2 + d12 + d21 (18)

由於 d12 + d21 = d22, 有 M(i, i) +M(4n− i+ 1, 4n− i+ 1) = M(i, 4n− i+ 1) +

M(4n− i+ 1, i), 且容易知 2n ∗C = S。 這意味著對矩陣 M 施行步驟一變換不改變對角線

元素之和。類似地可以證明對於矩陣M1 施行步驟二變換後依然使得矩陣的對角線滿足幻方條

件。

綜上證明即有矩陣 M2 為一個幻方。

四、 一些特例

上節的引理較為一般化, 在構造幻方時尚需討論其中的各參數的選擇。 本節, 我們首先討

論如何構造拉馬努金的 8 階幻方, 再分析如何構造幻方 (1)∼(3)。
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首先, 我們按照如矩陣 (19) 所示的列出一個 8 階方陣。 在有的文獻中, 由 1 ∼ n
2 從左

至右、 從上至下排列而成的方陣被稱為自然方陣 (natural square) [4]。
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⎢
⎣
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9 10 11 12 13 14 15 16
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57 58 59 60 61 62 63 64

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(19)

易知自然方陣滿足引理條件, 對於矩陣(19), 其對應引理的參數分別是 a11 = 1、 d1 = 1、

d2 = 8、 d12 = 4、 d21 = 32、 d22 = 36 (d12 + d21 = d22)。 其次我們構造 L1 = L2 =

{2, 3, 6, 7}, 這裡有 2 + 7 = 3 + 6 = 9, 滿足引理中的構造 L1 與 L2 的條件。 下面對矩陣

(19) 做行變換 (L1 = {2, 3, 6, 7}) 得到矩陣 (20), 即對於行數屬於 L1 的行, 從左至右對稱變

換。 如第 2 行的 (9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16)變換為 (16, 15, 14, 13, 12, 11, 10, 9),其他需要

變換的行類似。
⎡

⎢
⎢
⎢
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⎢
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⎢
⎣
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⎤
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⎥
⎦

(20)

最後, 對矩陣 (20) 進行列變換, 對於屬於 L2 的列上下顛倒順序即得到拉馬努金的幻方

(4)。 比如對於矩陣 (20) 的第二列對應的向量 (2, 15, 23, 26, 34, 47, 55, 58)T (T意為矩陣轉

置) 轉換為列向量 (58, 55, 47, 34, 26, 23, 15, 2)T, 對於第 3、 6 與 7 列類似。

實際上, 這種基於自然方陣構造幻方的方法在文獻中已經被關注到, 如“Magic Squares

and Cubes” 一書的第十二章對此有論述 [5], 在本文, 這種方法是一個特例, 因為引理意味著

初始方陣 M 不一定必須是自然方陣。 比如, 下面我們給出針對四階的兩種 M 的排法, 如矩
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陣(21) 與矩陣 (22)。
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 12 8 16

2 10 6 14

3 11 7 15

1 9 5 13

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

16 15 14 13

8 7 6 5

12 11 10 9

4 3 2 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(21) (22)

實際上矩陣 (21) 與矩陣 (22) 可以生成幻方 (2) 與 (3), 具體的參數如表 1 所示。 注意這

裡均有 d12 + d21 = d22 。 這樣, 我們可知幻方 (1)∼(4) 均可以由引理提供的方法構造出。 至

此, 我們發現這四個方陣本質上都可以從一個方法構造得到,但尚未解決一個問題,即如何構造

初始方陣 M。 本節的例子表明初始方陣不一定是自然方陣, 只需要滿足方陣 (8) 的引理條件,

且遍歷了數字 1 ∼ (4n)2 即可。

表1 : 構造幻方 (1)∼ (4) 的參數

M a11 d1 d2 d12 d21 d22 L1 L2 幻和

(6) 2 2 8 -1 4 3 {2,3} {2,3} 34

(21) 4 8 -2 4 -1 3 {2,3} {2,3} 34

(22) 16 -1 -8 -2 -4 -6 {2,3} {2,3} 34

(19) 1 1 8 4 32 36 {2,3,6,7} {2,3,6,7} 260

五、 構造方法

上節我們已經展示了一些特別例子, 並生成了楊輝、 丟勒與拉馬努金記錄或構造的不同幻

方。 在構造幻方的過程中, 我們發現最關鍵步驟是構造一個包含元素 1 ∼ (4n)2 的 4n 階方陣

作為起始矩陣 M。 我們已經在上節中展示了一些特別的構造方式。 下面, 我們總結可以生成滿

足條件的矩陣 M 的參數。 首先, 我們以構造 8 階幻方為例, 矩陣 (23)∼(25) 展示了三種構造

初始矩陣 M 的形式, 因此加上矩陣 (19) 共計 4 種構造初始矩陣 M 的方式。 為了方便, 我們

先假設 a11 = 1, 具體參數如表 2 所示, 在後面我們將展示 a11 �= 1 的情形。

我們構造的原則是要使得 1 ∼ (4n)2 合適的劃分為四個部分且滿足引理的條件, 經過試

算我們發現表 2 所示的劃分方式均可以滿足引理條件。 略一般化的推廣, 構造一般的矩陣 M
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的參數如表 3 所示 。
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 2 3 4 17 18 19 20

5 6 7 8 21 22 23 24

9 10 11 12 25 26 27 28

13 14 15 16 29 30 31 32

33 34 35 36 49 50 51 52

37 38 39 40 53 54 55 56

41 42 43 44 57 58 59 60

45 46 47 48 61 62 63 64

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3 5 7 2 4 6 8

9 11 13 15 10 12 14 16

17 19 21 23 18 20 22 24

25 27 29 31 26 28 30 32

33 35 37 39 34 36 38 40

41 43 45 47 42 44 46 48

49 51 53 55 50 52 54 56

57 59 61 63 58 60 62 64

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(23) (24)
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 5 9 13 2 6 10 14

17 21 25 29 18 22 26 30

33 37 41 45 34 38 42 46

49 53 57 61 50 54 58 62

3 7 11 15 4 8 12 16

19 23 27 31 20 24 28 32

35 39 43 47 36 40 44 48

51 55 59 63 52 56 60 64

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(25)

表2 : 構造 8 階幻方的基礎方陣 M 的參數

M a11 d1 d2 d12 d21 d22

(19) 1 1 8 4 32 36

(23) 1 1 4 16 32 48

(24) 1 2 8 1 32 33

(25) 1 4 16 1 2 3

表3 : 構造 4n 階幻方的基礎方陣 M 的參數

a11 d1 d2 d12 d21 d22

1 1 4n 2n 8n2 2n(4n+ 1)

1 1 2n (2n)2 2× (2n)2 3× (2n)2

1 2 4n 1 (4n)× (2n) (4n)× (2n) + 1

1 4 8n 1 2 3
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在這些矩陣中, 我們假設 a11 = 1, 而實際上首項的數字可以是其他的數字, 如矩陣 (21)

與 (22) 所示。 下面通過兩種方式擴展 M 的構造方法。

第一種: 由於 M 可以劃分為四個矩陣, 如 (8) 所示, 實際上它們之間可以由一個矩陣表達出

來, 因此可以將 A11 與 A22 的位置以及 A12 與 A21 的位置任意調換,此時變化的只

是參數 d12、 d21 與 d22, 但條件 d12 + d21 = d22 依然不變 。

第二種: 對於 M 中的四個子矩陣, 如果每個矩陣同時旋轉 π/2, 容易知此時依然滿足引理條

件, 此時變化的只是 d1 與 d2, 類似的旋轉 π、 2π/3 均滿足引理條件 (旋轉 2π 即回

到原始矩陣)。 此外, 易知如果四個子矩陣同時延著對角線進行翻折以及中軸線翻折,

則依然滿足矩陣 (8) 所需的條件。 因此, 對於這四個子矩陣同時做 8 種變換 (即正方

形的對稱群的元素個數) , 則均滿足引理條件。

從上文可知, 對於每個滿足引理條件的方陣M 均對應 (C(2n, n))2 個幻方, 因此當 n 較

大時, 本文的方法可以構造大量 4n 階幻方 。

下面我們舉例構造 8階幻方。首先,我們選擇矩陣 (25)做調整生成M。第一步,四個子矩

陣都按照中心旋轉 π/2, 得到矩陣 (26), 這一步可以有 8 種調整方法。 然後這四個矩陣的位置

重新調整如矩陣 (27), 即 A12 與 A21 對調 。 最後設置 L1 = {1, 4, 5, 8}與 L2 = {1, 2, 7, 8},

得到幻方如矩陣 (26) 所示。 這一步可以有 (C(4, 2))2 即 36 種調整方法。
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

13 29 45 61 14 30 46 62

9 25 41 57 10 26 42 58

5 21 37 53 6 22 38 54

1 17 33 49 2 18 34 50

15 31 47 63 16 32 48 64

11 27 43 59 12 28 44 60

7 23 39 55 8 24 40 56

3 19 35 51 4 20 36 52

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

13 29 45 61 15 31 47 63

9 25 41 57 11 27 43 59

5 21 37 53 7 23 39 55

1 17 33 49 3 19 35 51

14 30 46 62 16 32 48 64

10 26 42 58 12 28 44 60

6 22 38 54 8 24 40 56

2 18 34 50 4 20 36 52

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(26) (27)
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

52 36 31 15 61 45 18 2

6 22 41 57 11 27 40 56

10 26 37 53 7 23 44 60

64 48 19 3 49 33 30 14

51 35 32 16 62 46 17 1

5 21 42 58 12 28 39 55

9 25 38 54 8 24 43 59

63 47 20 4 50 34 29 13

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(28)
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六、 構造帶有子幻方的幻方

一個子幻方是指幻方中的一個滿足幻方條件的子方陣。 由於本文的方法是基於對稱變換,

因此容易生成帶有子幻方的幻方。 這裡僅舉一例說明。 觀察矩陣 (24), 我們可以看到其中的中

心部分的 4 階方陣如矩陣 (29) 所示。 顯然這個方陣滿足引理條件, 其中 a11 = 21、 d1 = 2、

d2 = 8、 d12 = −3, d21 = 16、 d22 = 13 (−3 + 16 = 13)。 如果我們選擇矩陣 (24) 作為 M ,

並且選擇 L1 = {1, 3, 6, 8} 與 L2 = {2, 3, 6, 7}, 則恰好對於方陣 (29) 也做了變換。 此時矩

陣 (29) 也可作為初始矩陣進行變換, 且有 L1 = {1, 4} 與 L2 = {1, 4}, 這滿足引理條件, 得

到幻方如矩陣 (30) 所示, 這是一個四階子幻方 (幻和為130)。 進一步, 8 階方陣 (24) 變換成

幻方如 (31) 所示。
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

21 23 18 20

29 31 26 28

37 39 34 36

45 47 42 44

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

44 18 23 45

37 31 26 36

29 39 34 28

20 42 47 21

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(29) (30)

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

8 62 60 2 7 61 59 1

9 51 53 15 10 52 54 16

24 46 44 18 23 45 43 17

25 35 37 31 26 36 38 32

33 27 29 39 34 28 30 40

48 22 20 42 47 21 19 41

49 11 13 55 50 12 14 56

64 6 4 58 63 5 3 57

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(31)

七、 結語

本文基於楊輝、 丟勒以及拉馬努金的幻方的啟發, 提出了一種構造雙偶數幻方的方法。 儘

管幻方 (1)∼(4) 的最初的構造方法未必如本文所述, 但作為特例, 本文的方法可以構造 《續古

摘奇算法》、 《憂鬱》 以及拉馬努金筆記本中的四個幻方。 這種方法的特點是按照對稱變換的方

式構造, 特別的是本文展示了基於對稱性可以構造大量幻方。
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