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冪函數不等式的性質及其應用

王鳳春

摘要: Bernoulli 不等式, Young 不等式均是冪函數不等式的特例, 冪函數不等式在

求非齊次、 非輪換對稱式多元函數的極值中非常有效, 同時在不等式證明和級數斂散

性的證明中均有著廣泛的應用。
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求多元函數的極值是數學中的常見問題, 但是, 常用的方法往往用於求齊次的輪換對稱式

多元函數的極值,冪函數不等式, 在求當條件或目標多元函數為非齊次的、非輪換對稱式的極值

時非常有效。 同時, Bernoulli 不等式, Young 不等式均是冪函數不等式的特例, 在不等式證明

和級數斂散性的證明中冪函數不等式有著廣泛的應用。

一、 發現定理

1、 定義 : 過曲線 (面) 上一點 P 且全在曲線 (面) 一邊 (上邊或下邊) 的線 (面) 叫曲線 (面)

的支撐線 (面) , P 叫支撐點 [1]。 如圖 1。

2、 定理 : 設 0 < α < β, t > 0, x > 0 則 xα ≤ pxβ + q,

當且僅當 x = t 時等號成立, 其中 p =
α

β
tα−β, q = tα

(

1− α

β

)

。 (M1)

圖1

其等價形式為
1

α

(xα

tα
− 1

)

≤ 1

β

(xβ

tβ
− 1

)

。[2]

證明 : 令 f(x) = pxβ − xα + q,

則 f ′(x) = pβxβ−1 − αxα−1,

令 f ′(x) = pβxβ−1 − αxα−1 = 0,

得 p =
α

β
tα−β,

再令 f(t) = ptβ − tα + q = 0,
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得 q =
(

1− α

β

)

tα。

當 x > t 時, f ′(x) = αtα−βxβ−1 − αtα−1 > αtα−βtβ−1 − αtα−1 = 0,

所以 f(x) 是增函數。

同理, 當 x < t 時, f ′(x) < 0, 所以 f(x) 是減函數,

由 f ′(t) = 0, 即 f(x) 的最小值為 0, 所以定理成立。

把 (M1) 叫冪函數不等式, g(x) = pxβ + q 是 F (x) = xα 的支撐函數, 或 F (x) 是 g(x) 的

支撐函數, P (t, tα) 是支撐點。

二、 冪函數不等式的幾個特例

1. 升冪函數不等式

令 β = 1, 定理化為如下。

已知 x、 t 是正數, 且 0 < α < 1, 則 xα ≤ αtα−1x+ (1 − α)tα, 當且僅當 x = t 時等號成

立。 (M2)

2. 降冪函數不等式[2]

令 α = 1, 定理化為如下。

已知 x、 t 是正數, 且 β > 1, 則 xβ ≥ βtβ−1x + (1 − β)tβ, 當且僅當 x = t 時等號成立。

(M3)

3. Bernoulli 不等式[3]

設 x ≥ 1, 則 (x+ 1)α ≤ αx+ 1, (0 < α < 1); (x+ 1)α ≥ αx+ 1, (1 < α),

當且僅當 x = 0 時等號成立。 (M4)

證明 : 在 (M2) 和 (M3) 中, 令 t = 1, 用 x+1 代換 x 得 (M4) 正確。 因而, Bernoulli 不

等式是冪函數不等式的特例。

4. Young 不等式[4]

設 a, b > 0,
1

p
+

1

q
= 1, 當 p, q > 1 時, 則

1

p
ap +

1

q
bq ≥ ab, 等號成立當且僅當 ap = bq;

當 p < 1 時, p 6= 0 不等號反向。 (M5)
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證明 : 令 α =
1

q
> 1, t = 1,

1

p
+

1

q
= 1, x =

bq

ap
,

則 (M2) 化為
b

ap−1
≥ 1

q
· b

q

ap
+ 1− 1

q
, 化簡得 (M5) 正確。 代入 (M3) 則不行號反向。

所以, Young 不等式也是冪函數不等式的特例。

三、 拓展應用

1. 求非齊次多元函數極值方面的應用

求這類函數的極值, 關鍵在於尋找各項支撐線的支撐點滿足等號同時成立, 且能有效利用

已知條件, 或者完全消元。

例1 : 已知 x, y, z∈R+, 且 x+y+z=1, 求 S= 3

√

x+
1

6
+ 3
√
4y+2+ 3

√
9z+3 的最大值。

解 : 由 (M2) 當 α =
1

3
時, 3

√
x ≤ 1

3
3
√
t2
x+

2

3
3
√
t, 當且僅當 x = t 時等號成立。 所以

3

√

x+
1

6
≤ 1

3
3
√
a2

(x+
1

6
) +

2

3
3
√
a , (1)

3

√

4y + 2≤ 1

3
3
√
b2
(4y + 2) +

2

3
3
√
b ,

3
√
9z + 3≤ 1

3
3
√
c2
(9z + 3) +

2

3
3
√
c ,

當且僅當 x+
1

6
= a, 4y + 2 = b, 9z + 3 = c 時, 上述三式等號成立。

令
1

3
√
a2

=
4

3
√
b2

=
9

3
√
c2
, 得 b = 8a, c = 27a。 於是

3

√

4y + 2≤ y

3
3
√
a2

+
1

6
3
√
a2

+
4

3
3
√
a , (2)

3
√
9z + 3≤ z

3
3
√
a2

+
1

9
3
√
a2

+ 2 3
√
a , (3)

所以 x = a− 1

6
, y = 2a− 1

2
, z = 3a− 1

3
, 由 x+ y + z = 1 得 a =

1

3
,

將 (1), (2), (3) 相加得 S ≤ x+ y + z

3
3
√
a2

+
1

3
3
√
a2

+ 4 3
√
a,

即 Smax = 2 3
√
9, 此時 x = y =

1

6
, z =

2

3
。

例2 : 求 f(x) =

√

x+
1

210
+ 3

√

x+
1

27
+ 6

√

1

25
− 2x 的最大值。
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解 : 由 (M2) 得

f(x) ≤ 1

2
√
a

(

x+
1

210

)

+
1

2

√
a +

1

3
3
√
b2

(

x+
1

27

)

+
2

3
3
√
b+

1

6
6
√
c5

( 1

25
− 2x

)

+
5

6
6
√
c,

當且僅當 x+
1

210
= a, x+

1

27
= b,

1

25
− 2x = c 時, 上述不等式取等號,

令 2
√
a = 3

3
√
b2 = 6

6
√
c5 得 a =

9

210
, b =

1

26
, c =

1

26
。

所以 f(x) ≤ 1

2
√
a

( 1

210
+

1

27
+

1

25

)

+
1

2

√
a+

2

3
3
√
b+

5

6
6
√
c =

27

32
,

即 fmax =
27

32
, 此時 x =

1

27
。

例3 : 設目標函數 F (x, y) = 2x+ 10y − x2 + 2xy − 3y2, 如果 F 有最大值, 則切平面一定

為水平面, 求此時的切點座標。 [5]

解 : F (x, y) = 2x+ 10y − (x− y)2 − 2y2,

由 (M3) 得 (x− y)2 ≥ 2a(x− y)− a2, y2 ≥ 2by − b2, 所以

F (x, y)≤ 2x+ 10y − 2a(x− y) + a2 − 4by + 2b2

= 2(1− a)x+ (10 + 2a− 4b)y + a2 + 2b2,

此時, 橢圓抛物面區域 z = F (x, y) 均在平面 α : z = 2(1− a)x+ (10 + 2a− 4b)y +

a2 + 2b2 的下方, 並相切於點 P , 當平面 α 為水平面時, z 取最大值, 如圖 2 所示。

圖2

令







1− a = 0

10 + 2a− 4b = 0
, 解得







a = 1

b = 3
,

所以 Fmax(x, y) = 19, 此時,







x = 4

y = 3
。

這樣, 最大值的位置唯一候選點是 P (4, 3)。

2. 不等式證明方面的應用

冪函數不等式在證明相關的指數不等式、 證明數列的單調性等方面都有著廣泛的應用。

例4 : 對任意正數 xi, yi (i = 1, 2, . . . , n) 和有理數 p, q > 1, 且
1

p
+

1

q
= 1,

則
n
∑

k=1

xkyk ≤
( n
∑

k=1

x
p

k

)
1

p ·
( n
∑

k=1

y
q

k

)
1

q

。 (Hölder 不等式)
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證明 : 在 Young 不等式 1

p
ap + 1

q
bq ≥ ab 中, 取

a =
xk

( n
∑

k=1

x
p

k

)
1

p

, b =
yk

( n
∑

k=1

y
q

k

)
1

q

, (k = 1, 2, . . . , n),

代入上式, 然後對 k = 1, 2, . . . , n 求和, 即得 Hölder 不等式。

例5 : 證明不等式 n! < e
(n

2

)n

, n ∈ N∗。

證明 : 由於
{(

1 +
1

n

)n}

是單調遞增且極限為 e 的數列, 即
(

1 +
1

n

)n

< e,

所以只要證 n! ≤
(

1 +
1

n

)n(n

2

)n

,

即 n! ≤ 1

2n
(1 + n)n (∗) 成立即可。

當 n = 1 時 (∗) 顯然成立。

假設當 n = k 時 (∗) 成立, 即 k! ≤ 1

2k
(1 + k)k,

所以, (k + 1)! ≤ 1

2k
(1 + k)k · (k + 1) =

1

2k
(1 + k)k+1,

下面只需證明
1

2k
(1 + k)k+1 <

1

2k+1
(2 + k)k+1 成立, 即當 n = k + 1 時 (∗) 成立,

上式等價於 2 <
(

1+
1

1+k

)k+1

, 由 (M4) 得
(

1+
1

1+k

)k+1

> 1+
1

1+k
· (1+k) = 2,

由數學歸納法知不等式成立。

3. 級數斂散性方面的應用

正項級數收斂性的達朗貝爾 (比值) 判別方法。

設
∞
∑

n=1

an 為正項級數, 且 lim
n→∞

an+1

an
= q, 則 (1) 當 0 ≤ q < 1 時, 級數收斂;

(2) 當 q > 1 時, 級數發散。

根據這個判別法, 冪函數不等式在級數收斂性的判別方面都有著很好的應用。

例6 : 判別級數
∞
∑

n=1

n!

(n+ 3)n
的斂散性。 [6]

證明 : 令 an =
n!

(n + 3)n
, 則

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n+ 1

n+ 4
· 1
(

1 +
1

n+ 3

)n
≤ lim

n→∞

n+ 1

n+ 4
· 1

1 +
n

n+ 3
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= lim
n→∞

n2 + 4n + 3

2n2 + 11n+ 12
=

1

2
,

故原級數收斂。

例7 : 設 m > 0 是整數, 證明 lim
x→∞

ex

xm
= ∞。 [7]

證明 : 設 f(x) =
ex

xm
, 則

lim
x→∞

f(x+ 1)

f(x)
= lim

x→∞

e
( x

x+ 1

)m

= e,

所以

lim
x→∞

f(x) =
1

e
lim
x→∞

f(x+ 1) =
1

e
lim
x→∞

ex+1

(x+ 1)m
= lim

x→∞

(

1 +
1

x

)x∗x

(x+ 1)m
,

≥ lim
x→∞

(1 + x)x

(x+ 1)m
= lim

x→∞

(1 + x)x−m = ∞,

所以 lim
x→∞

ex

xm
= ∞。

在應用冪函數不等式時, 適當地選取 t 的值, 可以兼顧平衡係數和等號成立條件的功能。

因而, 冪函數不等式為我們解決非輪換對稱不等式問題提供了一個強有力的工具; 在不等式證

明中, 起到了放縮的作用. 冪函數不等式溝通了 Bernoulli 不等式、 Young 不等式、 及 Hölder

不等式, 他們在數學分析、 調和分析、 泛函分析、 偏微分方程等學科的研究中發揮了重要作用,

使用的技巧靈活多樣, 得到的結果極為深刻。
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