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1. 見微知著、 睹始知終

『Generations come and generations go, but the earth remains forever.』

『一代過去、 一代又來．地卻永遠長存。』

— 《聖經—傳道書》 —

『Theorems come and theorems go, but the example remains forever.』

『定理來了、 定理走了．例子卻永遠長存。』

— I. M. Gelfand (1913-2009) —

數學中專門研究函數的領域叫做 《分析》(Analysis), 數學分析有時候也稱為無窮小分析

(infinitesimal analysis), 因為無窮小這個概念是研究函數的重要工具。 沒有函數就不會有微

積分, 沒有微積分就不可能有牛頓力學與近代科學文明。 伽利略認為大自然這本書是用數學的

語言所寫的, 美國物理學家費曼 (Richard Feynman; 1918∼1988) 則更進一步說: 《微積分

是上帝的語言。》 我們的宇宙是高度數學化,祂遵循的自然律最終總是可以用微積分的語言和微

分方程的形式表達出來。我相信這就是眾先賢們將生命奉獻於科學研究的背後之宗教情操。

有鑑於函數在數學中特別是分析的無上地位,我為此寫了 《用函數來思考(上、 下)》[14] 一

文。正如俄羅斯數學家蓋爾芳德(Gelfand)改寫聖經的引言:『定理來了、 定理走了．例子卻永遠

長存。』Hörmander 就曾經說過 「解特定的例子比討論一般的理論要難上許多!」 這些了不起的

數學家當他們在思考數學的時候, 在腦海裡是有例子幫他們想像的。 真正有意思核心的數學主

要是解決例子, 具體且有一定深度的例子 (example)。 好的例子也是定理的一部分, 甚至在一

切混沌未明時提供我們解決問題的方法。一旦找到正確的例子, 由例子裡告訴你問題出在哪裡、

結構如何、 當然, 一旦掌握了結構, 那麼一般性的理論自然就出現, 其他的推廣就順理成章。 1

數學史上有很多函數的精采思想和故事, 但它們都躺在教科書的例題或習題裡面。 這些具

體的函數在不同的數學領域自然出現, 對於我們理解相關的數學理論有不可抹滅的貢獻。 我確

信造出這些函數的先賢們並不是要展現他們的能力或讓我們敬畏,而是要揭開數學真理的面紗,

告訴人們不應該被自己直觀想像所限,尤其經過極限 (limit)這個動作原先覺得不可能的都變得

可能。 這些函數對於人們擴展想像力超過了原創者的初衷。 它們與定理本身有相同的價值與地

位, 應該也是教學與研究重要的一環。 在這篇文章我按照個人的偏好挑選了幾個在分析 (anal-

ysis) 上扮演著舉足輕重角色的函數。 這幾個函數都是我上課或與人分享數學時最常舉的例子,

這些函數對於掌握分析的 《連續性》(continuity)、《可微性》(differentiability) 與 《可積性》(in-

tegrability) 有極大的幫助。日積月累對它們有比較深的感受, 因此才敢野人獻曝。我最喜歡的

1與例子 (example) 相關的字彙有 exemplify (翻為舉例) 與 exemplification 可以翻譯為範例、 體現、 化身。 總之, 其目的就是將

抽象的概念化為具體的例子讓大眾可以理解。
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猶太神學家兼哲學家馬丁布伯 (Martin Bubber)2 說 : 『我只是來到窗前將所看到的景象告訴

人們。』 一個理想的數學教師也應該有這樣的涵養,除了看到美景之外更能真實地將窗外的景緻

忠實地告訴讀者 (學生)。

2. Euler sinc(x) 函數

我們介紹的第一個函數是

y = sinc(x) =







sin x

x
, x 6= 0 , x ∈ R ,

1, x = 0 .
(2.1)

這個函數沒有特別名字, 但由於歐拉 (L. Euler; 1707∼1783) 對於這個函數的創意研究導致

了在數學幾個領域的開創性發展,所以我把它稱之為 Euler sinc(x) 函數。 看到 sin x 或 cosx

直接的聯想就是一個波 (wave), 而係數 1
x
就是振幅 (amplitude)。 所以 1

x
sin x 的圖形是以

± 1
x
為包絡線 (envelope) 上下震盪的正弦波。 由圖形可觀察到

圖 1: y = sinc(x) 之圖形。

定理2.1: 函數 sinc : R 7→ R 具有底下性質:

(a) sinc(x) 是一個連續函數。

(b) sinc(x)是偶函數(even function): sinc(−x) = sinc(x), x ∈ R。

(c) sinc(x)的單根(simple roots): x = nπ, n = ±1,±2, . . .

(d) |sinc(x)| ≤ 1, ∀x ∈ R。

2馬丁布伯 (Martin Bubber, 1878∼1965) 是奧地利著名的猶太思想家, 與祈克果、 尼采並列為存在主義思潮的鼻祖。 他的名著 《我

與你》 是我最喜歡的一本小書, 對於思想的提昇以及做學問的態度與方法都有醍醐灌頂之功。 第一次讀完這本書感覺猶如真理的追尋者

初次被光照, 所有的困惑似乎有了答案。
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2.1. 一個重要的極限

相信大部分的學生是在微積分的極限第一次遇見 (2.1) 這個函數

lim
x→0

sin x

x
= 1 . (2.2)

這個極限的應用非常廣泛而證明也有不同的方法, 但我個人最喜歡的是幾何的想法。 三角函數

也稱為圓函數 (circular function), 所以最自然就是從單位圓出發: 由單位圓之扇形 AOK 畫

兩條與 x–軸垂直的線段 AL,HK, 則由圖形比較三個區域之面積或邊長顯然有

三角形 HOK 的面積 ≤ 扇形 AOK 的面積 ≤ 三角形 AOL 的面積,

線段 HK 的長度 ≤ 圓弧
︷ ︷

AK 的長度 ≤ 線段 AL 的長度。

因為是單位圓我們有

|HK| ≤ |
︷ ︷

AK | ≤ |AL| ⇐⇒ sin x ≤ x ≤ tanx . (2.3)

兩邊同時除以x並利用 1
cosx

≤ 1得

sin x

x
≤ 1 ≤ sin x

x

1

cosx
. (2.4)

再利用三明治夾擠定理可推論 (2.2) 。 另外, 這個幾何證明也告訴我們當角度 x 很小的時候正

弦函數 sin x 與正切函數 tan x 可以藉由角度 x 來逼近

sin x ≈ tanx ≈ x, 0 < x ≪ 1 . (2.5)

這件事實對於微分方程之研究非常關鍵, 特別是弦振盪 (波動) 方程式的推導扮演了決定性的

角色, 使得雖然泰勒 (Brook Taylor; 1865∼1731) 已經得到聲波 (Acoustic Wave) 的基本

理論但最終是達蘭貝爾 (Jean d’Alembert; 1717∼1783) 成為推導出弦振盪 (波動) 方程式

的第一人。

2.2. 窮盡法與圓面積

sinc(x)這個函數也出現在西元前四世紀古希臘偉大數學家Eudoxus (355BC?∼408BC?)

所創, 後來被阿基米德發揚光大的 《窮盡法》(Method of Exhaustion)。 Eudoxus 的窮盡法基

本上是一個程序用來計算由曲線圈定的面積, 它的概念是用一些更簡單的圖形 (面積是容易算

的) 來盡可能地填滿原空間的面積。 因此窮盡法實際上就是 《積分學》 的先驅。 在平面上考慮以

圓內接正 n 邊形 Dn 來逼近單位圓 B(0, 1), 則 Dn 的 n 個頂點為

zk =

(

cos
2kπ

n
, sin

2kπ

n

)

, k = 0, 1, . . . , n− 1 , (2.6)
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Dn 的面積是 n 個全等三角形面積的和

|Dn| =
n

2
sin

2π

n
= π

sin 2π
n

2π
n

= πsinc

(

2π

n

)

, (2.7)

圖 2: sinc(x)之極限

這裡的絕對值表示面積或測度 (measure)。 利用 (2.2) 得單位圓面積

|B(0, 1)| = lim
n→∞

πsinc

(

2π

n

)

= π . (2.8)

所以 sinc(x) 的幾何意義是: 單位圓內接正多邊形Dn面積與單位圓面積之比例

|Dn|
|B(0, 1)| = sinc

(

2π

n

)

. (2.9)

實際計算時正多邊形Dn 是有要求的。阿基米德是從正六邊形內接及外切於一個半徑等於 1 的

單位圓, 經由逐次加倍邊數, 他得到一對對 12, 24, 48, 96 邊的內接與外切正多邊形, 並計算它

們的周長而求得 π 的上界與下界。 換句話說 : 阿基米德所遵循的正是窮盡法的原則造出一串

遞增集合 (這個條件是必須的!)

D6 ⊂ D12 ⊂ D24 ⊂ D48 ⊂ D96 ⊂ · · · · · · ,

其極限 (上確界) 為

B(0, 1) = lim
n→∞

D6n =

∞
⋃

n=1

D6n ,

再由窮盡法推論得單位圓面積

|B(0, 1)| = lim
n→∞

|D6n| = lim
n→∞

πsinc

(

2π

6n

)

= π .
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2.3. Vieta 公式

重複地利用半角公式可以將函數 sinc(x) 表示為無窮乘積 (infinite product)

sinc(x) =
sin x

x
= cos

x

2

sin x
2

x
2

= cos
x

2
sinc

x

2
= cos

x

2
cos

x

4
sinc

x

4

=
sin x

x
= cos

x

2
cos

x

4
· · · cos x

2n
sinc

x

2n
,

令 n → ∞ 並利用 (2.2) 這個極限可以將上式繼續往下推得無窮乘積

sinc(x) =
sin x

x
=

∞
∏

n=1

cos
x

2n
. (2.10)

在數學上我們用圓周率的希臘大寫字母
∏

來表示, 主要原因是 pi 與 product 都是以 p 為字

首。 取 x = π
2
就是大名鼎鼎的 Vieta 公式

2

π
=

√
2

2

√

2 +
√
2

2

√

2 +
√

2 +
√
2

2
· · · · · ·

=

√

1

2

√

1

2
+

1

2

√

1

2

√

√

√

√1

2
+

1

2

√

1

2
+

1

2

√

1

2
· · · · · · . (2.11)

所有三角恆等式都是有幾何意義的, 關於 (2.10) 或 (2.11) 的幾何意義有興趣的讀者可以參

考 [10, Chapter 11]。 (2.11) 這個關於圓周率 π 漂亮的無窮乘積公式是法國數學家 Francois

Vieta (1540∼1603) 在 1593 年就已經發現, 他是考慮單位圓內接正 2n 邊形之面積的極限而

得。 這是歷史上第一次出現無窮步驟的數學公式同時也宣告現代分析的誕生, 這也是 Vieta 的

貢獻讓三角學擺脫角度的束縛而呈現出現代分析(analysis) 的特質。 　

2.4. 無窮級數與無窮乘積

函數 sinc(x) 同時擁有無窮級數與無窮乘積兩個身分

sinc(x) =
sin x

x
= 1− x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+ · · · · · · , (2.12)

sinc(x) =
sin x

x
=

(

1− x2

12π2

)(

1− x2

22π2

)(

1− x2

32π2

)

· · · · · ·

= 1−
(

1

12π2
+

1

22π2
+ · · ·+ 1

n2π2
+ · · ·

)

x2 + · · · · · · . (2.13)

Euler 就是透過這雙重身分加上根與係數的關係 (比較 (2.12) , (2.13) 兩式 x2的係數) 推得
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著名的恆等式

∞
∑

n=1

1

n2
=

1

12
+

1

22
+ · · ·+ 1

n2
+ · · · = π2

6
. (2.14)

關於 (2.14) 這個級數我在 [13] 有詳細的論述。 Euler (2.13) 這個無窮乘積遠比 Vieta (2.10)

的無窮乘積來得重要,它除了告訴我們正弦函數可以像多項式一樣因式分解之外,更為後來複變

函數論的Weierstrass 分解理論做了鋪路的工作。另外,由無窮級數 (2.12)與無窮乘積 (2.13)

也提供了 (2.2) 不同的證明方法。

2.5. Fourier 分析

給定 2L-週期函數 f 可以表示為 Fourier 級數

f(x) =
a0
2

+

∞
∑

n=1

(

an cos
nπx

L
+ bn sin

nπx

L

)

, −L < x < L , (2.15)

其中係數 an, bn 是 f(x) 在 cos nπx
L
與 sin nπx

L
之投影

(

an

bn

)

=
1

L

∫ L

−L

f(y)





cos nπy

L

sin nπy

L



 dy , (2.16)

或者利用積化和差將 (2.15) – (2.16) 兩式合併為

f(x) =
1

2L

∫ L

−L

f(y)dy +

∞
∑

n=1

1

L

∫ L

−L

f(y) cos
nπ(x− y)

L
dy . (2.17)

這裡的等號 『=』 是需要嚴格定義, 但我們可以先假設 f 是足夠好的函數。 學數學最忌諱一開

始就一般化, 被綁架在技術層面, 那將是災難的源頭。 令 L → ∞ 並利用黎曼和 (Riemann

sum) 可得 Fourier 積分公式

f(x) =
1

π

∫
∞

0

dξ

∫
∞

−∞

f(y) cos ξ(x− y)dy . (2.18)

由 (2.17) 與 (2.18) 我們看到褶(卷) 積 (convolution) 自然出現並在 Fourier 分析的極限問

題扮演核心的角色。 嚴格的證明需要變換積分順序將 (2.18) 改寫為

f(x) =
1

π

∫
∞

0

dξ

∫
∞

−∞

f(y) cos ξ(x− y)dy

= lim
λ→∞

(

1

π

∫ 0

−∞

f(x+ t)
sinλt

t
dt+

1

π

∫
∞

0

f(x+ t)
sin λt

t
dt

)

. (2.19)
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事實上 Dirichlet 是將 (2.19) 表示為

lim
λ→∞

1

π

∫ a

−a

f(x+ t)
sin λt

t
dt =

1

2

[

f(x+ 0) + f(x− 0)
]

= f(x), ∀a > 0 . (2.20)

在推導 Fourier 積分公式時, sinc(x) = sinx
x
自然出現並扮演 Dirac δ-序列或逼近單位元素

(approximate identity) 的重要地位

lim
λ→∞

1

π

sinλx

x
= δ(x) . (2.21)

另外, 由 (2.21) 取 Fourier 逆變換可推得 sinc(x) = sinx
x
是特徵函數 χ(−a,a) 的 Fourier 變

換

F [χ(−a,a)](ξ) = χ̂(−a,a)(ξ) =

∫ a

−a

e−ixξdx = 2
sin aξ

ξ
, ξ 6= 0, a > 0 . (2.22)

2.6. Dirichlet 積分

數學裡面有不同類型的 Dirichlet 積分, 但在此我們關心的是
∫

∞

0

sinc(x)dx =

∫
∞

0

sin x

x
dx =

π

2
. (2.23)

事實上歐拉 (L. Euler; 1707∼1783) 是研究這個積分的第一人, 但後來 Dirichlet (Johann

Peter Gustav Lejeune Dirichlet; 1805∼1859) 因為研究 Fourier 級數的收斂性問題需要這

個積分而獲此殊榮。 (2.23) 這個積分的直觀看法如下: 首先將問題項 (singular term) 1
x
重新

用積分表示

1! = 1 =

∫
∞

0

e−tdt =⇒ 1

x
=

∫
∞

0

e−xtdt . (2.24)

然後利用 Fubini 定理變換積分順序並藉由分部積分兩次得
∫

∞

0

sin x

x
dx =

∫
∞

0

sin x

∫
∞

0

e−xtdtdx

=

∫
∞

0

∫
∞

0

e−xt sin xdxdt

=

∫
∞

0

1

1 + t2
dt =

π

2
. (2.25)

如果有人以為得到 Dirichlet 積分的精確值就夠了, 那麼他 (她) 還是不瞭解這個積分。 真正

的理解, 除了會解題之外還有感受與領悟, 而領悟 (comprehension) 就英文而言是有能力、行

動力的意思。 從 (2.25) 我們領悟到 Dirichlet 積分是二維的產物, 意思是只憑一維的積分是不

可能得此結果。 或許有讀者會說可以利用複變的積分 (留數定理) 來算。 沒錯, 但複變的積分就
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是線積分正是二維的! 為什麼? 以柯西定理 (Cauchy Theorem) 而言本質上就是 Green 定

理, 我們是藉由 Green 定理將線積分轉換為面積分 (重積分), 所以複變的積分是二維的。另外

(2.25) 也告訴我們這個計算方法本質上是 Laplace 變換 (Laplace transform)。 令

I(t) =

∫
∞

0

e−xt sin x

x
dx , t > 0 , (2.26)

微分得
dI

dt
= − 1

1 + t2
=⇒ I(t) = − tan−1 t+ C ,

其中常數 C 是如此決定:

lim
t→∞

I(t) = 0 . =⇒ C = lim
t→∞

tan−1 t =
π

2
.

因此

I(t) =

∫
∞

0

e−xt sin x

x
dx = − tan−1 t+

π

2
, t > 0 . (2.26′)

令t → 0 (這裡需要積分的極限理論),

I(0) = lim
t→0

I(t) =

∫
∞

0

sin x

x
dx = − tan−1 0 +

π

2
=

π

2
.

所以除了重積分之外,微分方程也是計算積分的重要方法。順便一提, 就算是微分方程本質上也

是二維的。 為什麼? 由 (2.26) 此時 I(t) 已經擺脫一維 t-軸的束縛, 而是平面上的一條曲線

(雖然是一維但卻是存在於二維, 也就是在二維空間才看得到!)。

Dirichlet 積分收斂的幾何直觀如下: 由 sinc(x)的圖形, 因為sinx在+1與−1之間震盪所

以可以將積分視為交錯級數 (參考圖一)

∫
∞

0

sin x

x
dx ≈

∞
∑

n=1

(−1)n

n
< ∞ ,

同理
∫

∞

0

∣

∣

∣

∣

sin x

x

∣

∣

∣

∣

dx ≈
∞
∑

n=1

1

n
= ∞ .

(參考圖一, 此時在x-軸下方的斜線區域變成在 x-軸上方!全部斜線 (陰影) 區域的面積差不多

等於調和級數。) 嚴格的證明是將積分區域 [0,∞) 按照 sin x 的週期性拆解為無窮多個區間,

這相當於將積分轉換為級數, 而後將 1
x
以在區間的極小值 (大約是 1

n
!) 取代, 如此就得到調和

級數, 因為調和級數發散所以就證明了 Dirichlet 積分不是絕對可積,換句話說不是 Lebesgue

可積。 這個結果在不同的 (考試) 場合常常出現, 足見這個積分的根本重要性。 Dirichlet 積分
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可以走得更遠, 利用分部積分可得 |sinc(x)|2 的積分

∫
∞

0

∣

∣

∣

∣

sin x

x

∣

∣

∣

∣

2

dx = −
∫

∞

0

sin2 xdx−1 = −sin2 x

x

∣

∣

∣

∣

∞

0

+

∫
∞

0

1

x
d sin2 x

=

∫
∞

0

2 sin x cosx

x
dx =

∫
∞

0

sin 2x

2x
d2x =

∫
∞

0

sin y

y
dy =

π

2
. (2.27)

定理2.2: 函數 sinc(x) 具有底下性質 :

(a) sinc(x) 是 Riemann 可積。

(b) sinc(x)不是 Lebesgue 可積。

(c) sinc(x) 是 Lebesgue 平方可積。

通常學生開始接觸實變函數論 (Real Analysis) 時, 對於 (a)–(b) 這個結果是相當困惑

的。 因為課本還有老師都說:

Riemann 可積必定是 Lebesgue 可積!

但這是在有界區間 (區域) 的前提下才成立的。 根本的原因是我們在定義積分的時候是在有界

區間 (區域)。 而像 [0,∞) 這種無界區域即所謂的瑕積分 (improper integral), 我們必須藉由

極限 (limit) 來定義。 因為多了一道 《極限》 這個動作使得原先的理論不見得成立。另外這個例

子也提供了當 Ω 不是有界區域時 Lp(Ω) 與 Lq(Ω) 之間並沒有包含關係3

sinc(x) ∈ L2[0,∞); sinc(x) 6∈ L1[0,∞); L2[0,∞) 6⊂ L1[0,∞).

底下是一個特別的積分可以視為 Dirichlet 積分 (2.23) 的推廣, 我主要的目的是藉由這

個例子告訴讀者如何利用量綱分析 (dimensional analysis) 來判斷瑕積分的收斂範圍,這是原

創的想法我確信在所有的書都找不到。

例題2.3: 給定 0 < a < 2
∫

∞

0

sin x

xa
dx =

π

2Γ(a)
csc

(

πa

2

)

=
π

2Γ(a)

1

sin πa
2

. (2.28)

解: 我們完全可以模仿 (2.24) 將 1! 推廣為 (n− 1)!

(n− 1)! =

∫
∞

0

tn−1e−tdt =⇒ (n− 1)!

xn
=

∫
∞

0

tn−1e−xtdt, n ∈ N .

3Lp 表示 p 次 Lebesgue 可積函數的集合, 這個符號是匈牙利數學家泛函分析創始人之一 F. Riesz (1880∼1956) 所給的。
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如果是任意的 (但有限制) a ∈ R 則將階乘換為 Γ-函數, (n − 1)! → Γ(a), 因此 1
xa 可以表

示為

1

xa
=

1

Γ(a)

∫
∞

0

ta−1e−xtdt , (2.29)

因此
∫

∞

0

sin x

xa
dx =

1

Γ(a)

∫
∞

0

sin x

(∫
∞

0

ta−1e−xtdt

)

dx

=
1

Γ(a)

∫
∞

0

∫
∞

0

ta−1e−xt sin xdtdx

=
1

Γ(a)

∫
∞

0

ta−1

∫
∞

0

e−xt sin xdxdt

=
1

Γ(a)

∫
∞

0

ta−1

1 + t2
dt =

1

2Γ(a)

∫
∞

0

ua−1

1 + u
du . (2.30)

最後這個出名的積分稱為歐拉反射公式或餘元公式是 Beta 函數的特例, 可以利用複變函數的

留數定理計算而得
∫

∞

0

ua−1

1 + u
du = B

(

a

2
, 1− a

2

)

= Γ

(

a

2

)

Γ

(

1− a

2

)

=
π

sin πa
2

. (2.31)

將 (2.30) – (2.31) 合併就是 (2.28)。 ���

註解:

(1) 關於這個瑕積分 (improper integral) 的收斂範圍 0 < a < 2 並不容易看, 但可以透過量

綱分析來討論。 所謂瑕積分基本上不是 《太胖 (x → ∞)》 就是 《太高 (f(x) → ∞)》, 因

此必須分開兩個區域;
∫

∞

0

sin x

xa
dx =

∫ 1

0

sin x

xa
dx+

∫
∞

1

sin x

xa
dx = I1 + I2 .

習慣上我們以中括號 [x] 代表 x 的量綱 (dimension), 這是馬克士威 (J. C. Maxwell;

1831∼1879) 引進的。 首先考慮 《太高》 的情形, [x] → 0 : 因為 sinx
x

≈ 1, I1 之量綱為

I1 ,

∫ 1

0

1

xa−1

sin x

x
dx ≈ [x]2−a ([x] → 0) =⇒ 2− a > 0 .

或者也可以這麼看,當 x很小的時候 sin x並不是無量綱 (dimensionless)而是 sin x ≈ x,

0 < x ≪ 1

I1 ≈
[x]

[x]a
[x] = [x]2−a ([x] → 0) =⇒ 2− a > 0 .
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其次考慮 《太胖》 的情形, [x] → ∞ : 此時 sin x 也不是無量綱, 類比無窮級數我們

是把它視為交錯級數的 (−1)n, 一正一負彼此抵消。 實際上應該將 sin xdx 視為無量綱

[sin xdx] = 1

I2 ,

∫
∞

1

sin x

xa
dx ≈ [x]−a ([x] → ∞) =⇒ −a < 0 或 a > 0 ,

將 I1, I2 的範圍合併得 0 < a < 2。

(2) 由 (2.31) 也可以看的出來 a 的範圍, 但是要先討論 Γ-函數

Γ(a) =

∫
∞

0

xa−1e−xdx , a > 0 . (2.32)

因為被積分函數 (integrand) 中有 e−x, 這項會把所有在無窮處的困難統統克服。 我們只

需考慮 [x] → 0

Γ(a) =

∫
∞

0

xa−1e−xdx ≈ [x]a−1[x] = [x]a ([x] → 0) =⇒ a > 0 ,

由於 (2.31) 出現 Γ(a
2
)、 Γ(1− a

2
) 這兩項, 所以

a

2
> 0, 1− a

2
> 0 =⇒ 0 < a < 2 .

由於圓周率的緣故 sinc(x) 也出現在布豐投針問題 (Buffon Needle Problem) 這一個古

典的幾何機率問題, 但限於篇幅就留待以後再討論。

3. Dirichlet 函數

德國數學家 Dirichlet (1805∼1859) 追隨 Fourier 研究 Fourier 級數的收斂性問題時於

1837 年提出著名的 Dirichlet 函數

D(x) =







1, x ∈ [0, 1] ∩Q ,

0, x ∈ [0, 1]−Q .
(3.1)

Dirichlet 函數可以透過極限只用一個式子來表示 : 令 m,n ∈ Z, 則

D(x) = lim
m→∞

[

lim
n→∞

cos2n(m!πx)
]

, x ∈ [0, 1] . (3.2)

這是 Apostol [1] (Exercise 4.12, p.97) 裡面的一個題目。 這個題目並不難, 只需要掌握無理

數無法表示為有限循環小數,而這正是數學分析 (高等微積分) 教育要培養學生的能力之一。一

個處處不連續的函數可以藉由連續函數加上極限 (limit) 這個動作來刻畫, 因而創造出與經驗

直觀相悖的函數, 這也正是數學分析迷人之處。
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Dirichlet 函數 (3.1) 無法由圖形表示, 它是第一個沒有解析式的函數, 因此它的提出對

於數學上 《函數是甚麼?》 是一重大挑戰。 特別是回應傅立葉(J. Fourier; 1768–1830) 對於

Fourier 級數的看法: 傅立葉大膽地斷言: 任意的函數都可以展成三角級數, 就是現在所謂的

Fourier 級數 (2.15) – (2.16) , 並且列舉大量函數和運用圖形來說明函數的三角級數展開的普

遍性。 但是事實上傅立葉錯誤地誇大了他的例子, 因為並不是所有的函數都可以表示為 Fourier

級數 (2.15) 並按照 (2.16) 的要求積分。

回顧一下; 柯西 (A. Cauchy; 1789∼1857)是對在有界區間 [a, b]的連續函數定義他的積

分。 如果函數在 [a, b] 有無窮多個不連續點, 則他的積分定義就不成立。所以 Dirichlet 函數也

顯示 Cauchy 對於積分之定義不足之處,應該重新定義積分。而接受這個挑戰的正是Dirichlet

不世出的學生 B. Riemann (1826∼1866), Riemann 跟隨 Dirichlet 研究 Fourier 級數的

收斂性問題於 1854 年發表的就職論文 《論函數之以三角函數表示的可能性》, 在這篇無比光輝

成就的論文中 Riemann 將可積性 (integrability) 同連續性 (continuity) 分離, 這是相當大

膽且極具創見的思想4。

3.1. Riemann 積分

考慮有界區間 [a, b] ⊂ R 則 Riemann 定義積分為
∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

n
∑

i=1

f(x∗

i )(xi − xi−1) , a = x0 < x1 < · · · < xn = b . (3.3)

極限存在的關鍵在於先觀察每一區間的上界與下界的變差 (variation)

Vi = Oscf(xi) = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)− inf
x∈[xi−1,xi]

f(x) ,

所以積分的存在性就等價於全部的變差
∞
∑

i=1

Vi(xi − xi−1) ,

是否足夠小以至於可以忽略。判斷一個函數是否 Riemann 可積最好的方法是 Lebesgue 準則

(Lebesgue criterion)。

定理3.1: (Lebesgue 準則; 1901). 給定任意有界區間 [a, b] ⊂ R 而 f : [a, b] 7→ R 是有界函

數則 f 是 Riemann 可積的充分必要條件是 f 在 [a, b] 的不連續點之集合的測度等於 0。

回到 Dirichlet 函數, 對於 x ∈ [0, 1] 分別取有理數與無有理數來逼近, 容易證明 D(x)

在每一點都不連續 (處處不連續) 其測度大於 0, 因此根據 Riemann 積分的 Lebesgue 準則

4Riemann 同年發表另一篇更為輝煌的就職演說論文 《論幾何基礎之假設》(Über die Hypothesen welche der Geometrie zu
Grunde liegen) 創建出全新的幾何體系, 讓縱橫二千年的歐氏幾何從絕對真理變成特例; 更在他死後 50 年成為愛因斯坦革命性的廣

義相對論之數學基礎並且成為我們認識大自然的科學觀的一部分。
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(Lebesgue Criterion): Dirichlet 函數 D(x) 不是 Riemann 可積。 Dirichlet 函數也精準

地說明 Riemann 積分的本質, 按照 Riemann 的定義 : 一個函數是可積分則在任意區間 (即

partition) 其上界與下界的差額是不能太大, 也就是不能震盪得太厲害。 而 Dirichlet 函數則

到處都是在 0 與 1 之間震盪, 這就造成它不是 Riemann 可積的根本原因。 總而言之, 要研究

一個函數是否 Riemann 可積, 最重要是探討它的震盪 (oscillation) 行為。

3.2. Lebesgue 積分

Dirichlet 函數 D(x) 幾乎處處等於 0, 所以是 Lebesgue 可積。 零測度集合 (zero mea-

sure set) 的引進是法國數學家 H. Lebesgue (1875∼1941) 之創舉。

定理3.2: Dirichlet 函數 D : [0, 1] 7→ R 具有底下性質:

(a) D 在 [0, 1] 的每一點都不連續。

(b) D 在 [0, 1] 是 Lebesgue 可積, 但不是 Riemann 可積。

3.3. 托梅 (Thomae) 函數

『在單獨的點連續或者不連續的可積函數是五花八門, 但是最重要的是識別那些通常

是無限不連續的可積函數。』

— J. K. Thomae (1840–1921) —

另一個與 Dirichlet 函數非常接近的函數是托梅 (Thomae) 函數

T (x) =







1
q
, x = p

q
∈ [0, 1] ∩Q, p, q ∈ Z, gcd(p, q) = 1

0, x ∈ [0, 1]−Q,
(3.4)

這是 K. J. Thomae 於1875年根據 Dirichlet 函數調整而得。 這個函數的圖形非常有趣,

如果拿一個直尺描一下你會發現這些點是落在同一條直線上, 也因此它另外的名字叫做直尺函

數(ruler function)。 更有趣的是從其圖形來看 (參考圖三) 就像爆米花機裡面的爆米花跳動,

所以也稱為爆米花函數 (popcorn function)。 與 Dirichlet 函數最大的差別是這個函數在有理

數點不連續但在無理數點卻是連續的。

定理3.3: 托梅函數 T : [0, 1] 7→ R 具有底下性質:

(a) T 在有理數點不連續但在無理數點卻是連續的。

(b) T 在無理數點不可微。



歷史轉折點的函數 47

(c) T 是 Riemann 可積且

∫ 1

0

T (x)dx = 0 .

(d) T 是一個週期函數。

證明:

(a) 證明是容易的。

(b) 若 a ∈ [0, 1]−Q, 先選取有理數 an ∈ [0, 1]∩Q 來逼近, 但 an 的選取有點技巧。 對任意

n ∈ N 可以取 jn ∈ Z 使得

|an − a| =
∣

∣

∣

∣

jn
n

− a

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n
, an =

jn
n

→ a .

根據 T 的定義

T (an) = T

(

jn
n

)

≥ 1

n
=⇒ |T (an)− T (a)

|jn/n− a| =
T (jn/n)

|jn/n− a| ≥ 1 .

另一方面若取無理數逼近 an ∈ [0, 1]−Q, an → a 則

T (an)− T (a)

an − a
=

0

an − a
= 0 .

顯然 T 不可微。

(c) 可以假設 [0, 1] 裡面的有理數為

Q1 = {r1, r2, . . . , rn, . . .} ⊂ [0, 1] ∩Q .

雖然可數點集合的長度 (測度) 等於 0 是常識, 但我還是要鼓勵學生把這個證明方法當成生

命的一部分隨時都會證 (想法是等比級數!)。 對任意 ǫ > 0, 第 k 個點 {rk} 可以用開區間

(rk − ǫ
2k
, rk +

ǫ
2k
) 來覆蓋, 則

|Q1| ≤
∞
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

(

rk −
ǫ

2k
, rk +

ǫ

2k

)∣

∣

∣

∣

=
∞
∑

k=1

2

2k
ǫ = 2ǫ ,

Q1 的測度等於 0, 所以根據 Riemann 積分的 Lebesgue 準則 (Lebesgue Criterion) :

托梅函數 T 是 Riemann 可積。 如果不取等比級數的話, 會產生

ǫ+ ǫ+ · · · = ∞× ǫ = 無窮大×無窮小 =?

雖然托梅函數不連續的程度是無限大(可數的無限大),但是它仍然有充足的連續性使得Rie-

mann 可積性還是成立的。 ���



48 數學傳播 45卷3期 民110年9月

圖 3: 托梅函數之圖形

將 Dirichlet 函數與托梅函數適當地結合可以得到意想不到的結果。 定義函數

H(x) =







1, x = 1
q
, q ∈ Z ,

0, x ∈ [0, 1]−Q .
(3.5)

容易證明 H 是 Riemann 可積, 但 H 與托梅函數 T 之合成函數是 Dirichlet 函數 D(x) =

H(T (x)) 卻不是 Riemann 可積。 這個例子告訴我們兩個 Riemann 可積函數的合成函數不

見得是 Riemann 可積。

4. Cantor-Scheeffer 函數

直接與 Cantor 集 (Cantor set) 相關聯的是 Cantor 函數或 Cantor 三元函數 (Cantor

ternary function), 後來由於 Lebesgue 的工作極力介紹這個函數而廣受人知, 所以有時也稱

為 Cantor-Lebesgue 函數。 然而這個函數真正的發現者是 Ludwig Scheeffer (1859∼1885)

於 1883 年透過書信追隨 G. Cantor (1845∼1918) 之研究工作所發現的, 從尊重歷史事實而

言應該稱之為 Cantor-Scheeffer 函數。

我們從 Cantor 集出發

C =

∞
⋂

k=1

Ck , (4.1)

其中 Ck 是由 2k 個長度為 1
3k
的閉區間所組成。 然後考慮 Ck 在 [0, 1] 的補集

Dk = [0, 1]− Ck = {Ik1 , Ik2 , . . . , Ik2k−1} , (4.2)

其中 Dk 包含 2k − 1 個區間 (interval)。 現在定義函數 fk : [0, 1] 7→ [0, 1]

fk(x) =











0, x = 0 ,
j

2k
, x ∈ Ikj , j = 1, 2, . . . , 2k − 1 ,

1, x = 1 .

(4.3)
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圖 4: Cantor 函數之圖形

當 x 落在 Ck 中任意 2k 個區間的一個時 fk(x) 是以直線連接。 按照定義容易看出 fk 是一個

單調遞增的連續函數。 另外根據函數的造法 fk+1, fk 滿足

fk+1(x) = fk(x), x ∈ Ikj , j = 1, 2, . . . , 2k − 1 ,

|fk(x)− fk+1(x)| <
1

2k
, x ∈ [0, 1] .

利用 Weierstrass M-檢驗法得

∞
∑

k=1

fk+1(x)− fk(x), ∀x ∈ [0, 1] ,

是一致收斂。 由此就定義了 Cantor-Scheeffer 函數

f =
∞
∑

k=1

(fk+1 − fk) = lim
k→∞

fk . (4.4)
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我們看第一項

f1(x) =

































3

2
x, 0 ≤ x ≤ 1

3
,

1

2
,

1

3
≤ x ≤ 2

3
,

3

2
x− 1

2
,

2

3
≤ x ≤ 1 .

(4.5)

定理4.1: Cantor-Scheeffer 函數具有底下性質:

(a) f : [0, 1] 7→ [0, 1] 是一滿足 f(0) = 0, f(1) = 1 遞增的連續函數。

(b) f([0, 1]) = [0, 1]、 f(C) = [0, 1]。

(c) 如果將 x ∈ C 表示為三進位

x = 0.a1a2a3 · · · (3) =
∞
∑

k=1

ak
3k

, ak ∈ {0, 2} ,

則 f(x) 可以表示為二進位

f(x) = 0.b1b2b3 · · · (2) =
∞
∑

k=1

bk
2k

, bk =
1

2
ak ∈ {0, 1} . (4.6)

這裡 (3), (2) 分別表示三進位與二進位。

(d) f ′(x) 幾乎到處存在且若存在則 = 0, 而且滿足不等式

0 =

∫ 1

0

f ′(x)dx ≤ f(1)− f(0) = 1 ,

換言之: 微積分基本定理不成立, 等式必須更換為不等式。

註解: 這幾個性質我們簡單且直觀地說明一下

(1) 一致收斂會保持連續性。

(2) 將 f([0, 1]) 按 Cantor 集拆解為兩部分

f([0, 1]) = f(C) ∪ f
(

[0, 1]− C
)

.

因為函數 f 在集合 [0, 1]− C 取值為 j

2k
, j = 1, 2, . . . , 2k − 1, . . . 所以 f

(

[0, 1] − C
)

是可數的 (countable), 因此其測度等於 0 (我們用絕對值表示測度)

|f
(

[0, 1]− C
)

| = 0 .



歷史轉折點的函數 51

另外

1 = |f([0, 1])| = |f(C) ∪ f
(

[0, 1]− C
)

| ≤ |f(C)|+ |f
(

[0, 1]− C
)

| = |f(C)| ,

f(C) ⊂ [0, 1] =⇒ |f(C)| ≤ 1 .

由這兩式可以結論 |f(C)| = 1。 我們的目的是證明 f(C) = [0, 1]。 如果

(0, 1)− f(C) 6= ∅ .

因為 C 是一緊緻集 (compact), 而緊緻性是一個拓撲性質即經過連續不變, f(C) 是緊緻

的, 因此是一有界的閉集 (closed and bounded), 所以 (0, 1)−f(C)是一個開集也就是說

存在一個開區間 (a, b) ⊂ (0, 1)−f(C)。現在考慮 (a, b)∪f(C), 因為 (a, b)∩f(C) = ∅

|(a, b) ∪ f(C)| = |(a, b)|+ |f(C)| = (b− a) + 1 .

但另一方面(a, b) ∪ f(C) ⊂ [0, 1]

|(a, b) ∪ f(C)| ≤ |[0, 1]| = 1 ,

這是矛盾的, 所以就證明了 f(C) = (0, 1), 但 f(0) = 0, f(1) = 1 因此 f(C) = [0, 1]。

(3) 根據 (4.6), f(x) 表示為二進位, 因為 bk ∈ {0, 1} 這也說明 f 的取值是全部 [0, 1], 這也

證明了 f(C) = [0, 1]。

(4) 假設存在 x ∈ [0, 1] 使得 f ′(x) 6= 0, 則根據可微性 (differentiability), 在這點 x 附近會

有一段開區間 (x − δ, x + δ) 可以將一段斜率等於 f ′(x) 的線段 (好像翹翹板) 放在這上

面。 但是根據 Cantor-Scheeffer 函數的造法, 我們可以再一次針對這一段三等份中間取值

一半而另外兩段用直線連接, 這違背了 Cantor-Scheeffer 函數之定義。 因此不可能存在微

分不等於 0 的點。

(5) 有人利用 (2): f(C) = [0, 1] 而 f 是一遞增的連續函數, 也就是映成函數 (onto) 這個事

實來證明 C 是不可數。 由於 [0, 1] 是不可數所以 Cantor 集 C 也是不可數。 但我認為這

是殺雞用牛刀, 通常是想不到 Cantor-Scheeffer 函數。 我覺得最好還是用 Cantor 的對角

線法而且證明方法與證明 [0, 1] 是不可數完全一樣, 只是十進位換為三進位。

(6) Cantor-Scheeffer 函數由圖形來看有時也稱為惡魔的樓梯 (Devil’s Stair)。 將 y = f(x)

視為一曲線 (經耐心計算) 其弧長等於 2。 為什麼? 直觀可以這麼看, 這個樓梯有兩部分:

水平與斜坡。 水平的部分正是造 Cantor 集的時候挖掉的那部分 D, 所以長度為

D = [0, 1]− C =⇒ |D| = 1− |C| = 1 ,
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而斜坡則是建立在 Ck 上, 當 Ck → C 時 Cantor 集的斜坡基本上是垂直的 (因此稱為樓

梯), 其長度正是對應到 y-軸上 [0, 1] 之長度

f(C) = [0, 1] =⇒ |f(C)| = 1 ,

兩式合併就是 Cantor-Scheeffer 函數的弧長 2。 但是根據弧長公式

∫ 1

0

√

1 + (f ′(x))2dx = 1 6= 2 .

所以弧長公式對 Cantor-Scheeffer 函數不成立。 如果從 (0, 0) 出發走這個樓梯 (不是爬樓

梯, 因為 f 是連續函數。) 到 (1, 1) 所走的距離竟然與從 (0, 0) 出發走直線到 (1, 0) 然後

向上也是走直線到 (1, 1) 是相同的, 難怪要叫它是惡魔的樓梯。

例題4.3: 給定函數 g : [0, 1] → R

g(x) =







1, x ∈ [0, 1] ∩ C ,

0, x ∈ [0, 1]− C ,

則 g 在 [0, 1] 是 Riemann 可積, 而且

∫ 1

0

g(x)dx = 0 .

我們給個簡單的說明: 與托梅函數的證明一樣 g 在 Cantor 集 C 是不連續但在其外部 [0, 1]−
C 是連續。 由於 Cantor 集 C 的測度等於 0, 所以根據 Riemann 積分的 Lebesgue 準則: g

是 Riemann 可積。 相比於托梅函數 g 不連續的程度更大, 是不可數的無限大 (雖然測度等於

0), 但仍然有足夠的連續性使其為 Riemann 可積。 ���

最後要提的是微積分基本定理是數學分析最重要的定理之一, 但對 Cantor-Scheeffer 函

數 而言並不成立。 那是因為 Cantor-Scheeffer 函數雖然是連續的但並不是絕對連續 (abso-

lutely continuous)。 所以 Cantor-Scheeffer 函數告訴我們研究絕對連續的根本重要性與緣

由:

— 微積分基本定理 —
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