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等角差線實為雙曲線

鍾文體

一、

設 F1, F2 為平面上相異的兩定點, 李永約同學在貴刊文 [1] 中, 仿照雙曲線的定義, 討論

了使 |∠PF1F2 − ∠PF2F1| 為定值的點 P 的軌跡, 稱之為等角差線。 本文證明等角差線實為

雙曲線, 並用更簡單的方法研究其漸近線。相信本文所用的方法能被一般的高中生理解。

在 △ABC 中, BC = l, ∠B = ∠C + α (0 < α < π), 點 A 的軌跡為等角差線的一部

分。 以 B 為原點,
−−→
BC 為正方向建立直角座標系。 當點 A 位於 x 軸的上方時, 文 [1] 根據幾

何意義得到其軌跡的參數方程式如下:














x =
l tan θ

tan(θ + α) + tan θ
,

y =
l tan θ tan(θ + α)

tan(θ + α) + tan θ
.

(1)

其中, θ 為參數且 0 < θ <
π − α

2
。 當 l = 1, α = π/6 時, 圖形如下:

圖 1
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根據本文第一段等角差線之定義,還應考慮 ∠B = ∠C −α 的情況。 此種情況下點 A 之

參數方程式如下:














x =
l tan θ

tan(θ − α) + tan θ
,

y =
l tan θ tan(θ − α)

tan(θ − α) + tan θ
,

(2)

其中, α < θ <
π + α

2
。 當 l = 1, α = π/6 時, 圖形如下:

圖 2

圖 1 與 圖 2 合起來, 並根據對稱性繪製點 A 位於 x 軸的下方的軌跡, 得到等角差線的

完整圖形:

圖 3

二、

以下我們拋開 (1) 式的幾何意義, 不限制 θ 的取值, 來完整地討論它所表示的圖形。
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首先, 根據 (1) 式可知 l−x=
l tan(θ + α)

tan(θ+α)+tan θ
。 故 (l−x) tan θ=

l tan θ tan(θ + α)

tan(θ+α)+tan θ
= y, 即

tan θ =
y

l − x
. (3)

再根據 (1) 式可知 y = x tan(θ + α)。 若 α = π/2, 則 y = −x/ tan θ。 將 (3) 式代入, 整理

得 (x−
l

2
)2 − y2 =

l2

4
, 這是一雙曲線。 若 α 6= π/2, 則 y = x ·

tan θ + tanα

1− tan θ tanα
, 將 (3) 式

代入, 整理得

x2 tanα− y2 tanα− 2xy − lx tanα + ly = 0. (4)

根據大學解析幾何的二次曲線分類法則可知上述二次方程式所表示的圖形為一雙曲線。

能否儘量避免涉及大學知識? 以下對此作出嘗試。

先作一座標平移消去一次項, 將原點移至 BC 中點 (建系時以 BC 中點為原點可避免

座標平移)。 新座標系下一點之座標 (x′, y′) 與原座標系下之座標 (x, y) 有如下關係: x =

x′ +
l

2
, y = y′, 代入 (4) 式得新座標系下之方程為

x′2 tanα− y′2 tanα− 2x′y′ =
l2 tanα

4
. (5)

到這裏希望高中生讀者接受以下事實: 一般二次方程式 (非退化情形) 所表示的圖形只有

三種可能, 或為橢圓, 或為雙曲線, 或為拋物線。那麼 (5) 式表示哪種圖形呢? 若 (x′

0, y
′

0) 適合

(5) 式, 則易知 (−x′

0,−y′0) 也適合 (5) 式, 從而它的圖形關於原點對稱, 不可能是拋物線。 究

竟是橢圓還是雙曲線呢? 我們通過以下例子來說明如何判斷。

例 1: 確定方程式 2x2 + y2 − 5xy = 3 所表示的圖形。

將方程 2x2+y2−5xy = 3 兩邊同時除以 x2, 得
(y

x

)2

−5 ·
y

x
+2 =

3

x2
。 令 x → +∞,

得 t2−5t+2 = 0, 其中, t = lim
x→+∞

y

x
。方程 t2−5t+2 = 0有兩個根,於是 2x2+y2−5xy = 3

所表示的圖形有漸近線, 從而是雙曲線。 方程 t2 − 5t+ 2 = 0 的根即為漸近線的斜率。

例 2: 確定方程式 2x2 + y2 − xy = 3 所表示的圖形。

將方程 2x2 + y2 − xy = 3 兩邊同時除以 x2, 得
(y

x

)2

−
y

x
+ 2 =

3

x2
。 令 x → +∞,

得 t2−t+2 = 0, 其中, t = lim
x→+∞

y

x
。方程 t2−t+2 = 0沒有實數根,於是 2x2+y2−xy = 3

所表示的圖形沒有漸近線, 從而是橢圓。

仿照上述例子, 為了判斷方程 (5) 的圖形, 只需判斷方程

t2 tanα + 2t− tanα = 0 (6)
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是否有實數根即可。 其判別式 ∆ = 4 + 4 tan2 α =
4

cos2 α
> 0, 從而方程 (5) 表示雙曲線。

三、

根據上段, 方程 (6) 的兩個根即是雙曲線 (5) 之漸近線的斜率。 根據求根公式, 其根為

−2 ± 2

cosα

2 tanα
=

− cosα± 1

sinα
。 由 cosα = 2 cos2

α

2
− 1 可知

− cosα− 1

sinα
=

−2 cos2
α

2
sinα

=

−2 cos2
α

2

2 sin
α

2
cos

α

2

= − cot
α

2
。 由 cosα = 1− 2 sin2

α

2
可知

− cosα + 1

sinα
=

2 sin2
α

2
sinα

=

2 sin2
α

2

2 sin
α

2
cos

α

2

= tan
α

2
。 於是, 雙曲線 (5) 之漸近線為 y′ = − cot

α

2
x′ 和 y′ = tan

α

2
x′。

這是文 [1] 的 Theorem 2。

漸近線 y′ = − cot
α

2
x′ 可以作如下解釋。 如圖 4, 當點 A 移至無窮遠時, AB 與 AC 趨

於平行, θ (即 ∠ACB) →
π − α

2
, AB 與 AC 斜率趨於 tan

(

π −
π − α

2

)

= − cot
α

2
。

圖 4
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