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數學證明錯誤類型

陳韋仰 · 侨媺純

摘要: 數學證明是高等數學的重要學習指標, 證明除了有解釋以及交流溝通的功能

之外, 在數學系所的實務課堂中, 不管是教學、 作業、 或是考試, 證明佔有的比例都

相當高。 本文介紹數學證明中可能出現的錯誤, 並依照其特點進行分類, 共有十個子

類型並分成三大類型。 於文中所展示之實例均盡可能使用現有文獻曾出現過的範例。

希望透過這些類別的介紹, 能提高證明學習初學者對證明的理解, 也可以讓專業的數

學教師編寫出更好的證明文本。

關鍵字: 數學證明、 證明錯誤。

一、 緒論

長期以來, 數學證明一直被視為數學的中心和數學教育的重點　[5, 12], 同時也是專業數

學實務的核心要素 [21]。 數學證明在數學的教與學中扮演相當重要的角色, 例如證明可用於驗

證數學猜想 [12, 23]。 除此之外,證明還扮演其他角色:解釋 [23] 和交流 [4, 6, 16, 23]。 從解釋

的角度來看, 數學家使用證明來解釋定理為什麼是正確的 [21], 除此之外, 證明可以用來說服他

人也能說服自己 [9]。 而從交流的角度來看, 證明可作為數學家之間傳遞數學知識的工具 [4, 6]

以及與數學領域同儕思想交流的功能 [12]。 也就是說, 數學家可以通過證明與同儕或學生溝通

[16]。 在學習方面, 證明可以使學生產生有意義的數學經驗 [26], 除了讓學生能相信該定理是正

確的, 也能使學生獲得數學書寫技能以及增加對證明的內容理解 [28, 31]。 如果聚焦在大學數

學系的課堂中, 證明更是教學解釋的主要形式 [14, 15]。

由於證明在數學教育的重要性, 課程設計者也會強調證明在數學課程中的作用。 數學教育

研究人員認為, 在中學數學的課程中持續接觸證明內容可以使大多數學生保持連貫性與一致性

[19, 27], 也能使學生未來在大學數學證明密集課程較易獲得成就 [27]。 實際上, 世界各國的課

程標準也同時強調了推理和證明的重要性, 以美國為例, National Council of Teachers of

Mathematics [NCTM, [18]] 提倡使用推理和證明結構作為數學理解的一部分。 NCTM [18]

還建議學生應具備以下四項能力: 體認推理證明為數學中必要且重要的部分; 提出猜想並檢查
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猜想是否成立; 發展且評價數學論證與數學證明; 以及選擇適當的推理形式和證明方法。 在台

灣, 國家教育研究院 [1] 提出除了數學知識外, 將符號使用, 操作, 推理和證明四種能力的培養

也納入十二年國民教育數學領域的主軸。 國家教育研究院 [1] 還特別強調數學領域內容應提及

證明學習, 例如
√
2 是無理數的證明以及數學歸納法證明。

綜上所述, 以及參考國內外的國家級教育單位所明列之推行政策, 可窺得數學證明的理解

與學習實在是扮演數學教育中舉足輕重之地位,其重要性可見一斑。 同樣地, 數學證明錯誤類型

的分類也相當重要, 原因有以下三個:

(1) 在書寫數學證明時能少犯錯誤

了解數學證明錯誤類型的人可以在自己編寫數學證明時防止出錯, 因為他們已經知道可能

出現哪些類型的錯誤, 在檢查時也能依照分類去檢視, 避免自己在書寫證明時犯下錯誤。

(2) 為大學教師提供確認學生證明的參考

在高等教育的課堂中,教師需要確認學生所寫的證明,例如考試、 作業中的證明題。除此之

外, 教師需要深入了解數學證明的不同過程,以便解釋和回應學生的論點 [25]。 因為證明可能沒

有唯一解法, 不一定要寫成最佳解答才是正確,所以當學生寫出不正確的證明時,錯誤的理由不

應該是其與最佳解答不同,而是必須指出學生的答案錯誤在哪,為何不是有效證明。 了解數學證

明錯誤類型的教師可以增加他們發現錯誤的可能性, 因為他們已經知道可能出現哪些類型的錯

誤。 因此, 了解數學證明錯誤類型可以提高教師發現學生證明錯誤的能力。

(3) 提供大學教師設計教材作為參考

確認證明有效或無效是學生的一項重要能力, 在學生確認證明時, 要去決定論述是否能接

受可以帶給學生對於證明理解的不同觀點 [8]。 為了培養學生的這種能力, 教師可以設計一些有

錯誤的證明讓學生進行確認。 對於有錯誤的證明, 設計者希望在證明中安排何種錯誤類型便是

證明確認任務中的關鍵。 如果有錯誤類型的分類可供參考, 設計者就可以更容易以及更有效地

設計出錯誤的數學證明, 用以訓練學生證明確認之能力。

然而, 目前的文獻並沒有提供數學證明錯誤類型較完整之分類, 大多數研究只介紹了一些

證明錯誤類型。 以下是現有文獻提及證明錯誤類型的介紹:許介彥 [2] 以示例呈現在數學歸納法

中可能出現的錯誤,包含歸納步驟不適用於基底步驟、基底步驟漏掉某些情況、 以特例當成證明;

Selden 與 Selden [22] 的研究材料出現三種錯誤:大量錯誤、認知差距、證明方向相反; Inglis,

Mejia-Ramos, Weber 與 Alcock [11] 以較宏觀的觀點將錯誤分成兩類: 行與行之間的推論

錯誤、 解釋不夠清楚的認知差距; Ko 與 Knuth [13] 將研究工具所使用題目的錯誤分類, 同樣

是以宏觀的觀點分成兩類: 整體結構的錯誤、 行與行之間的推論錯誤; Wheeler 與 Champion

[30] 聚焦於 one-to-one 與 onto 性質的證明, 於編碼表中列出學生犯的錯誤: 符號錯誤使用、

無法理解的證明、 變數混淆使用、 認知差距、 計算錯誤、 變數未宣告、 對於 one-to-one 的定義
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不清楚、 假設結論正確、 對實數性質不理解、 弄混 one-to-one 與 onto 之定義、 以特例當成

證明; Stavrou [24] 列出四種可能出現的錯誤: 以特例當成證明、 假設結論正確、 充要條件的

驗證沒有雙向證明、 對於數學定義的不瞭解。 其中 Inglis 等 [11] 以及 Ko 與 Knuth [13] 雖

然用宏觀的角度來區分錯誤類型, 但缺乏了細微之描述說明。 而許介彥 [2]、 Selden 與 Selden

[22] 以及 Stavrou [24] 雖然有列出較明確之敘述, 但仍有未提及之錯誤類型。 雖然 Wheeler

與 Champion [30] 已提到較多的錯誤類型,但該文對於錯誤類型之描述專注於 one-to-one 與

onto 之證明, 缺乏出現於其他證明情形的錯誤類型。

由於尚未有文獻提供較完整分類錯誤的類型, 可能會導致數學讀者不清楚數學證明中可能

出現的錯誤類型。有鑑於此, 作者專門對數學證明錯誤類型進行了分類,且有別於上述介紹之文

獻, 本分類兼具宏觀性與微觀性, 在三大分類之下還有細分不同子類型, 以便未來對設計證明驗

證任務感興趣的讀者可以更方便地進行錯誤類型說明和文本設計。 在本文中, 我們將介紹證明

錯誤的類型, 如表 1 所示。 將錯誤類型分成三大類: 迷思概念、 推導錯誤、 其他。 其中迷思概念

有五種錯誤子類型,推導錯誤有三種錯誤子類型,其他有兩種錯誤子類型。迷思概念類型包含錯

誤起因是對證明方法、 證明架構、 數學定義或符號有迷思概念; 推導錯誤類型主要探討行與行

之間推論的錯誤; 而其他類型則是用以補足上述兩類型之外, 但又確實常見於學生答案之狀況。

本文的下一節將更詳細地介紹這些內容。

表1: 證明錯誤類型、 子類型以及相對定義

證明錯誤類型 子類型 定義

迷思概念

出現未宣告變數 出現一個以上的變數未宣告

以特例做為證明 只考慮有限例子

假設結論正確 在證明一開始就假設結論正確

特殊的證明架構不清楚 對於某些特殊的證明方法不熟悉

對定義的誤解 對於定義或符號的不理解

推導錯誤

認知差距 前面一行(或多行) 推到此行的理由需要更

詳細的解釋說明

性質或定理誤用 錯誤使用性質或定理

考量情況未完整 分類討論時漏掉某些情況

其他
無邏輯性推論錯誤 看起來毫無邏輯的推導過程

筆誤、 計算錯誤 因為筆誤或計算錯誤導致證明不完全正確

二、 數學證明錯誤類型

如表 1 所示, 十種證明錯誤類型分為三類, 根據需要又分為一些子類型。 其中大多數錯誤

類型的例子都可以在現有的實證研究中找到, 以下是證明錯誤類型的介紹:
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(一) 迷思概念類型

迷思概念類型的證明錯誤內含五種子類型, 前四類為對證明的迷思概念, 第五類為對定義

的迷思概念。 對證明的迷思概念意指不清楚何謂證明或不了解特殊的證明架構,包含: 不知道使

用的變數需宣告、 把舉例當成是有效證明、 在證明一開始即假設結論為真、 不懂充要條件的證

明需證明雙向、 不清楚證明方法的架構。 對定義的迷思概念意指對於證明當中會使用到的定義

不夠清楚, 錯誤的使用而導致證明不正確。迷思概念所造成的書寫證明錯誤,幾乎只發生在證明

的初學者 (大學生以下), 由於數學家 (指專業研究人員或大學教師)的迷思概念較少, 因此鮮少

發生在數學家所寫之證明。 對於子類型的詳述如下:

1. 出現未宣告變數

此錯誤類型乃是指在證明書寫過程中, 出現了未加定義或無宣告說明的變數。 被歸類在迷

思概念類型之中, 是因為書寫證明的作者不清楚使用變數需宣告, 對於證明中的變數使用有迷

思概念。由於數學語言常常會使用符號,因此對於每一個出現的變數都必須加以說明敘述,才能

讓讀者清楚了解該變數的定義為何。 對於數學證明的非初學者而言, 宣告變數可算是習以為常,

因此這類型錯誤較常出現在尚未將變數宣告當成習慣或是沒把變數宣告當成有效證明之必要條

件的證明初學者。 雖然有時未宣告的變數僅僅是證明錯誤中的 「小瑕疵」, 但有時也會導致初學

者產生錯誤的理解, 圖 1 是文獻中發現有 「出現未宣告變數」 的錯誤例子:

 

圖1: 錯誤類型 — 「出現未宣告變數」 之例

在圖 1 中, 這個命題的目標是證明 「質數有無窮多個」,這是一個眾所周知的證明。然而, 8

行證明之中沒有宣告 p1、 p2、 p3、· · · 、 pn 為何, 在證明的第3行便出現了 p1、 p2、 p3、 · · · 、 pn。
除了變數本來就應該宣告說明的原則之外,變數定義的缺漏會讓讀者更難跟隨證明的思考模式,

特別是在一個證明中出現很多變數的時候。
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2. 以特例做為證明

此錯誤類型是指在證明過程中, 僅僅舉了有限個例子便以為是正式證明 (非指舉反例的否

證)。 被歸類在迷思概念類型之中, 是因為書寫證明的作者不清楚可形成證明之條件, 具有舉例

可當成證明的迷思概念。由於證明需滿足所有可能的狀況,而常見的自然數、 實數或是數線與平

面上的點都有無窮多個元素,因此只有舉部分的例子,是無法符合數學強調的一般性。 Inglis 與

Alcock [10] 提到用畫圖形當成證明其實也是用特例的一種, 因為畫出來的圖形只是舉出的一

種情況而已, 所以或許還有其他的可能性。 但在 Weber 與 Czocher [29] 的研究中, 大多數參

與者都知道數學家之間對視覺證明的有效性存在分歧。 參與者認為情境對於判斷證明的有效性

尤為重要。 也就是說, 參與者聲稱視覺證明在某些情況下是有效的,而在其他情況下則聲稱它是

無效的, 例如 62% 的參與者認為 Weber 與 Czocher [29] 研究中使用的視覺證明是有效的。

但是, 在另一種情況下, 如果我們想證明 y = 0 是 y = 1/x 的漸近線, 我們無法通過繪製兩條

曲線來證明。 因為 y = 0 和 y = 1/x 這兩條曲線會隨著 x > 0 變大而越來越接近。 使用圖形

只能表現它們越來越接近,但不能解釋為什麼兩條曲線最後不會有交點。由此例可見,畫圖不適

用於某些情況, 並不是所有情況都能用畫圖解釋。總而言之, 正式的數學證明還是必須顧及所有

可能情形。這類型錯誤幾乎只出現在證明初學者,特別是那些對於正式證明有迷思概念,還不曉

得舉例無法當成證明的學生。 圖 2 是舉文獻中發現有 「以特例做為證明」 的錯誤例子:

 

圖2: 錯誤類型 — 「以特例做為證明」 之例 [5, p.114]

在圖 2 之中, 此題目標是證明 「若 m 是 n 的因數且 m 是 p 的因數, 則 m 是 n+ p 的

因數」, 證明過程僅僅舉了一組合乎此關係的數字便認為得證, 可看出學生含有舉例可做為正式

證明的迷思概念。
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3. 假設結論正確

此錯誤類型乃是指在證明過程的最開始便假設結論正確,這在一個有效的證明中是絕計不

會看到的, 把 p ⇒ q 的證明目標證成 q ⇒ q 或是 q ⇒ p。 有別於常見的反證法, 因為邏輯

上 p ⇒ q 等價於 ∼ q ⇒∼ p, 反證法是由 ∼ q 起始證明, 這與此錯誤類型由 q 起始是完全

不同的。 被歸類在迷思概念類型之中, 是因為正確的證明方法(直接證明法、 矛盾證法、 反證法、

· · · ) 都不會出現此錯誤類型, 書寫出此錯誤類型證明的作者可能尚不清楚證明的常用方法有哪

些, 對於要如何形成證明有迷思概念。這類型錯誤常見於對證明架構不夠了解的證明初學者,而

其中可再分為兩種子類別, 以下是子類別的說明與舉例:

(1) 結論同時為證明的起點與終點

此錯誤類型即把 p ⇒ q 的證明目標證成 q ⇒ q , 一開始先假設結論正確, 最終自然會發

現結論是對的。 在沒有其他錯誤發生之情況,這樣的證明若只看推論過程,會發現是沒有推論錯

誤的, 但不符合命題要求而已。 圖 3 是文獻中發現有 「結論同時為證明的起點與終點」 的錯誤

例子:

 

圖3: 錯誤類型 — 「結論同時為證明的起點與終點」 之例 [24, p.4]

圖 3 中, 此題目標是證明 「若 x, y 均為正偶數, 則 x+ y 為偶數」, 證明過程一開始便假

設 x+ y 為偶數, 最後當然會得證 x+ y 為偶數, 但並不是一個合乎命題的有效證明。

(2) 證明方向相反

此錯誤類型即把 p ⇒ q 的證明目標證成 q ⇒ p, 原始目標要證明 q 為真, 卻證成 p 為

真, 自然是錯誤的證明。 此類型與前一類 「結論同時為證明的起點與終點」 相當類似, 但仍不盡

相同。 除了結論部分一為 q、 一為 p 之外, 前一類型的推論過程多半無誤, 但此類型則不一定,

因為 p ⇒ q 並不等價於 q ⇒ p, 即便 p ⇒ q 正確, 也不保證 q ⇒ p 正確。 圖 4 是文獻中發

現有 「證明方向相反」 的錯誤例子:
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圖4: 錯誤類型 — 「證明相反方向」 之例 [20, p.510]

圖 4 中, 此題目標是證明 「若 m,n 均為整數且 mn 為奇數, 則 m 為奇數且 n 為奇數」,

證明過程一開始便假設 m 為奇數且 n 為奇數, 最後得證 mn 為奇數。 因為兩奇數相乘為奇數

為真, 此題證明過程的邏輯推論無誤, 但不符命題要求, 不為有效證明。

4. 特殊的證明架構不清楚

此錯誤類型乃是指學生對於一些特殊的證明手法不熟悉, 不清楚證明架構, 以致於無法正

確寫出證明。 數學證明的特殊方法都有其自己的架構, 例如: 數學歸納法、 矛盾證法、 反證法、

等價敘述證明, 此類型錯誤常見於對特殊證明架構不夠了解的證明初學者, 針對較常見的錯誤

可再分為兩種子類別, 以下是子類別的說明與舉例:

(1) 等價敘述的證明方法不清楚

此錯誤類型即不清楚如何證明等價敘述。 被歸類在迷思概念類型之中, 是因為書寫出此錯

誤類型證明的作者對於要如何完成等價敘述之證明有迷思概念。 等價敘述的要求, 即滿足若某

一敘述成立, 要能推得其他敘述成立。 舉例來說: 若要證明三敘述 A,B,C 為等價敘述, 正確

的證明方式大致有兩種, 一為環狀式的證明, 分別證明 「A ⇒ B」、 「B ⇒ C」、「C ⇒ A」, 另

一是證明兩兩敘述為充要條件 「A ⇔ B」、 「B ⇔ C」(若這兩關係成立, 「A ⇔ C」 已隱含在

其中, 故不需再證明)。 Stavrou [24] 曾提到充要條件的證明常有學生只證明單方向, 而沒有證

明另一方向。 其實充要條件的證明即等價敘述證明的特例, 充要條件便是兩個敘述為等價敘述,

故在此分類中, 將充要條件放寬至等價敘述,更能符合實際狀況。 圖 5 是線性代數的 「等價敘述

的證明方法不清楚」 之例:



數學證明錯誤類型 63

 

圖5: 錯誤類型 — 「等價敘述的證明方法不清楚」 之例

圖 5 中, 雖然成功證明了 「1 ⇒ 2」、「2 ⇒ 3」, 但這 10 行的證明並不是此等價敘述性質的

完整證明, 因為等價敘述證明需符合若某一敘述成立, 要能推得其他敘述成立。 在此示例中, 僅

完成當敘述 (1) 成立時, 可以推得敘述 (2)、 (3) 成立, 以及當敘述 (2) 成立時, 可以推得敘述

(3) 成立。 若是敘述 (3) 成立時, 並沒有辦法以此證明得到敘述 (1)、 (2) 成立 (也無法說明敘

述 (2) 推到敘述 (1))。 另一種常見於初學者對於等價敘述證明的迷思概念, 會誤以為要直接證

明個別敘述為真, 圖 6 是線性代數中等價敘述之命題, 可依此例來說明若學生誤以為等價敘述

證明是要直接證明個別敘述, 在證明過程中會遇到何種困難:

圖6: 等價敘述之命題

圖 6 是等價敘述之命題, 目標應證明當敘述 (1) 成立時, 敘述 (2) 也會成立, 以及當敘述

(2) 成立時, 敘述 (1) 也會成立。 如果有學生誤以為要證明 「下列兩敘述均成立」, 此命題將變
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成錯誤之命題。 因為只有在 V 沒有 non-trivial subspace 時 (即 V 的 subspace 只有零空間

與自己), 敘述 (1)、 (2) 才會一定成立, 若 V 有 non-trivial subspace, 則挑出來的 subspace

W1、 W2 就不一定會同時滿足敘述 (1)、 (2)。 既然命題是錯誤的, 學生再如何嘗試證明也不可

能得到正確之證明, 更有可能誤以為找到反例, 但其實是自己對等價敘述的證明方法有迷思概

念。

(2) 數學歸納法的初始狀態無法迭代推論

數學歸納法具有獨特的兩階段證明結構: 基底步驟 (basis step) 和歸納步驟 (inductive

step)。 其中, 歸納步驟是迭代推理,目的是希望通過這個過程,能讓證明目標從起始值滿足所有

情況。 如果除了起始值之外的歸納步驟正確,便會出現這種類型的錯誤。這種錯誤類型的謬誤經

常出現在流行的數學文章中,作者的意圖是透過這樣的矛盾和趣味結果來震撼讀者的邏輯思維。

被歸類在迷思概念類型之中, 是因為看不出此類錯誤的讀者對於數學歸納法之操作模式不夠瞭

解, 尚有些許迷思概念。 圖 7 是文獻中發現有 「數學歸納法的初始狀態無法迭代推論」 的錯誤

例子:

 

圖7: 錯誤類型 — 「數學歸納法的初始狀態無法迭代推論」 之例 [7, p.41]

在圖 7 之中, 此題目標是證明 「任意 n 個人, 生日都同一天」。 很明顯地, 這是個錯誤的命

題, 因此, 證明過程中必定有誤。 在第一步驟起始值的部分沒問題, 因為一個人的生日當然只有

一種。 在數學歸納法的歸納步驟中, 這個推理也是正確的, 但必須建立在 k ≥ 2 的前提下。 如

果 「任意兩個人的生日是同一天」 成立, 自然會推導出 「任意三個人的生日是同一天」。 但是很

明顯地, 「任何兩個人的生日都是同一天」 是錯誤的, 因為在第 3 行中, 如果將 k 替換為 1, 可
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以看出敘述是不合理的。 從 「任何一個人的生日都是同一天」 不能推斷出 「任何兩個人的生日

都是同一天」。 因此, 本例的歸納步驟不適用於 n = 1 至 n = 2。

5. 對定義的誤解

此錯誤類型乃是指學生對於證明中用到的數學定義存在迷思概念, 可能是對於符號不清楚

或是對定義不了解, 例如不會區分 「屬於 ∈」與 「包含於 ⊂」、 不了解自然數的定義、 搞混 one-

to-one 與 onto 性質 · · · 。 此類型強調的是對符號或定義內容的迷思概念, 而非前四類對證明

的迷思概念, 這類型錯誤較容易出現在證明初學者,因為初學者的符號、 定義迷思概念較非初學

者多。 圖 8 是文獻中發現有 「對定義的誤解」 的錯誤例子:

 

圖8: 錯誤類型 — 「對定義的誤解」 之例 [30, p.1115]

圖 8 中, 此題目標是證明 「函數 f 為 onto」。 但學生卻證成 「函數 f 為 one-to-one」(最

後一行表示學生以為這是 onto 的證法), 可看出這位學生將 one-to-one 與 onto 的定義混淆,

不清楚專有名詞的定義, 自然無法寫出正確的證明。

(二) 推導錯誤類型

推導錯誤內含三種子類型, 雖然有三種子類型, 但主因均為推導有誤, 被歸類在推導錯誤

類型之中, 是因為行與行之間的推論錯誤(包含解釋不夠清楚)。一言以蔽之, 即證明中前一行或

前幾行的論述並不能推得下一行 [11]。 推導錯誤則是不論在初學者或數學家的證明均有可能發

生, 對於子類型的詳述如下:

6. 認知差距

「認知差距」意指證明過程中從上一行推到下一行,被認為需更加詳細說明。 「認知差距」的

特色是若單看邏輯推論過程, 是正確的, 也會符合題目要求, 被認為 「錯誤」 的原因是兩行之間

的關連若無解釋是不夠清楚的。 因此, 若有的讀者認為兩行之間關連是不需解釋也可以明顯推
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得, 那麼該讀者便不會認為有 「錯誤」。「認知差距」 是少數讓有些讀者會覺得錯誤、 有些讀者會

覺得正確的類型, 端看該讀者認定行與行之間的推導關係有無交代清楚。 然而, 寫出 「認知差

距」 的作者不同, 是學生抑或是學者, 其背後的原因也不太一樣。 學生寫出讓教師認為有 「認知

差距」 的內容, 多半是教師覺得學生這句推論解釋得不夠清楚, 或是學生證明到一半, 發現不知

如何推到結論, 便直接將結論寫在下一行, 形成一個看起來邏輯無誤的證明。 若是學者寫出的

「認知差距」, 通常有兩種原因, 一是在課本中為了使讀者多動腦思考,讓讀者對於證明文本更有

參與感 [17]; 另一是學者本身認為此推論是顯而易見的。 Inglis 等 [11] 認為 「認知差距」 常常

出現在課本或是期刊中, 便是此緣故。 而本研究所探討的 「認知差距」 專指由學生產生的, 圖 9

是文獻中發現有 「認知差距」 的錯誤例子:

 

圖9: 錯誤類型 — 「認知差距」 之例 [22, p.17]

在圖 9 之中, 此題目標是證明 「若 n2 為 3 的倍數, 則 n 為 3 的倍數」。 證明過程僅由

「nn = 3x」 便得到 「3|n」。 雖然由邏輯推論的觀點是正確的, 然而, 此命題要考的即為說明如

何從 「3|n2」 得到 「3|n」, 但學生卻沒有把原因詳細說出, 故此題錯在解釋不夠清楚。 前一段落

提過 「認知差距」 類型的錯誤可能會有讀者覺得正確,文獻的實徵資料也印證了這個觀點。由於

樣本若為證明確認能力較不足的學生, 在結果印證上可能會較存疑, 有可能被認為是能力不足

而將此類型錯誤判斷成正確,因此只尋找專家樣本的資料。 在 Inglis 與 Alcock [10] 的研究中,

找了 12 位數學家對於此證明進行證明確認,竟有 5 位認為此證明有效, 7 位認為無效。 可見此

類型錯誤, 即便是數學家, 也可能因人而異地有不同判斷。

7. 性質或定理誤用

「性質或定理誤用」 意指證明過程中推論到某一行是錯誤的, 其推論的因果關係不成立, 原

因為錯誤使用性質或定理。 「性質或定理誤用」 與 「認知差距」 的差別在於:「認知差距」 的推論

正確, 但需要詳述的理由沒有寫出, 而 「性質或定理誤用」 是推論錯誤。 雖然有錯誤出現, 便能

以迷思概念來解釋, 此處可看成對於性質或定理的迷思概念, 但有別於前面所提專指定義或證

明架構的迷思概念類型, 此處強調的是推論上的錯誤。 圖 10 是文獻中發現有 「性質或定理誤

用」 的錯誤例子:
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圖10: 錯誤類型 — 「性質或定理誤用」 之例 [3, p.128]

圖 10 中, 此題目標是證明 「當 n 趨近於無窮大時,
√
n 也會趨近於無窮大」。 證明過程

在出現 「性質或定理誤用」 之前有包含其他錯誤, 例如: 第一行 「a < b ⇒ am < bm」, 此式

並非總是正確, 需要對於 a, b,m 定義清楚, 為 「出現未宣告變數」 類型錯誤; 對於第三行的 n,

未說明屬於哪個集合, 也是 「出現未宣告變數」 類型錯誤。 雖然前三行的推論有瑕疵, 但第三行

的性質 「
√
n <

√
n+ 1, ∀n ∈ N」 是正確的, 而在第三行 「

√
n <

√
n + 1, ∀n ∈ N」 推論

到第四行 「當 n 趨近於無窮大時,
√
n 也會趨近於無窮大」 時, 便出現 「性質或定理誤用」。 因

為 「
√
n <

√
n+ 1, ∀n ∈ N」 僅能說明

√
x 在自然數定義域上是遞增函數, 但遞增不一定發

散(例如令 f : R+ → R, f(x) = − 1

x
。 f 在 R+上為遞增函數, 但並不會發散至無窮大, 而是

收斂到 0), 因此為 「性質或定理誤用」。 迷思概念類型的錯誤是強調連定義都不了解, 而 「性質

或定理誤用」 是對於性質、 定理的錯誤使用, 以此例來說, 便是學生誤以為有 「遞增函數一定發

散」 的性質, 導致錯誤推論。

8. 考量情況未完整

「考量情況未完整」 意指證明過程中推論到某一行是錯誤的, 其推論的因果關係不成立, 原

因為在推論時以分類討論, 但卻漏了某些情況而導致推導錯誤。 「考量情況未完整」 與 「性質或

定理誤用」 的差別在於: 「性質或定理誤用」 強調推論過程使用了錯誤的性質或定理, 而在推論

過程若有分類且有遺漏的情況, 則屬於 「考量情況未完整」, 此處特別強調是分類不夠完整。 圖

11 是 「考量情況未完整」 之例:

圖 11 是 「考量情況未完整」 之例。 在第5行中, 「k, k + 2, k + 4 並非都是質數」 是指

k, k + 2, k + 4 中至少有一個不是質數, 但是在第 6、 7 和 8 行中, 學生認為至少有一個是質

數, 缺少考慮 「k, k+2, k+4 都是合數」。 雖然可能會有讀者認為該學生錯誤解讀 「k, k+2,

k+4 並非都是質數」。若是至少有一個不是質數,在分類時應該是分別討論 k 不是質數、 k+2

不是質數、 k + 4 不是質數, 而非該學生分類的 k 為質數、 k + 2 為質數、 k + 4 為質數。 然

而, 我們可以試想一種情境, 如果今天是學生拿著這份答案來詢問為何有錯?單純只回答 「因為

學生想法解讀有誤」, 好像不是一個準確的回答。 就好像要如何說命題是錯的, 舉反例是最直接

指出錯誤的方法, 通常不會去質疑錯誤命題的想法。 因此, 對於圖 11 之例, 要如何回應學生的
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圖11: 錯誤類型 — 「考量情況未完整」 之例

錯誤何在? 單純要找證明內容出現的瑕疵, 最直接的就是 「這樣的分類討論會少討論到 k, k +

2, k + 4 都是合數」, 這也是研究者將此例作為 「考量情況未完整」 範例之原因。

當然, 若是從教學的角度思考, 在提出此證明錯誤之處後, 就可以再跟學生提醒犯錯的起

源 : 學生解讀敘述 「k, k+ 2, k+4 並非都是質數」 的錯誤。 這樣一來學生就能知道, 從證明內

容來看, 為什麼這不是一個正確的證明 (因為某些情況沒有討論到), 以及為什麼會導致這樣的

內容出現 (因為解讀敘述錯誤)。

(三) 其他類型

其他一類意指較不合適使用迷思概念或是推導錯誤來解釋證明錯誤發生之原因,考量到學

生所書寫出的證明,的確有發生這類錯誤之可能性,故研究者特別建此分類。 其他類型的證明錯

誤內含兩種子類型, 對於子類型的詳述如下:

9. 無邏輯性推論錯誤

「無邏輯性推論錯誤」 意指證明過程出現推論錯誤, 但其推論所使用的因果關係異於一般會

出現的理由, 甚至可說是將毫無關連的兩件事當成因果。 此類型錯誤常見於學生在不會書寫證

明時, 只好隨意將不相干的事實或性質湊在一起。 「無邏輯性推論錯誤」 與 「性質或定理誤用」、

「考量情況未完整」的差別在於: 「性質或定理誤用」是誤用了不合適的定理或是錯誤的性質,而

「考量情況未完整」 專指證明過程中分情況討論, 卻遺漏了某些狀況沒提及, 但 「無邏輯性推論

錯誤」 則是文中呈現的因果關係悖離合理性,甚至會讓讀者覺得作者亂寫。 圖 12 是文獻中發現

有 「無邏輯性推論錯誤」 的錯誤例子:



數學證明錯誤類型 69

 

圖12: 錯誤類型 — 「無邏輯性推論錯誤」 之例 [22, p.12]

在圖 12 之中, 此題目標是證明 「若 n2 為 3 的倍數, 則 n 為 3 的倍數」。 在證明敘述的

第一行提及 「假設 n2 為可被 3 整除的正奇數」, 但在第二行卻忽然寫出 「n2 = (3n+ 1)2」 的

敘述。 其一是這兩行無法對應,第二行與第一行存在矛盾;其二是第二行的敘述沒有解釋為何 n

可以被 3n + 1 取代。 突然出現第二行的式子, 會讓讀者摸不著頭緒, 因為 「n2 = (3n + 1)2」

使用了同樣的變數 n, 一般會出現這樣的式子只有兩種可能(合理的): 一是探討數學的方程式,

另一是寫程式時的敘述。 但在此處, 都與這兩種可能相去甚遠, 因此被歸類於 「無邏輯性推論錯

誤」。 而此例在後續的討論也是犯了同樣的錯誤, 在 「假設 n2 為可被 3 整除的正偶數」 的情況

中, 寫到 「n2 = (3n)2」, 一樣會讓人摸不著頭緒, 而之後的 「因為 n2 = (3n)× (3n), 推得 n

為 3 的倍數」, 都是無邏輯性也是悖離合理性的錯誤。

10. 筆誤、 計算錯誤

「筆誤、 計算錯誤」 意指證明過程中發生錯誤的原因來自筆誤或計算錯誤,雖然證明較著重

邏輯推導關係正不正確, 但筆誤或是計算錯誤也可能是導致證明出錯的原因。 此類型錯誤常見

於計算類型的證明之中, 例如圖 8 之例需對函數做計算, 在移項或是處理分母時, 便有出現計

算錯誤的可能。 而 「筆誤、 計算錯誤」 與其他類型錯誤的差別在於: 「筆誤、 計算錯誤」 有可能

只是整篇證明中的小瑕疵, 經過簡單修正之後或許能得到正確的證明, 而其他類型錯誤的修正

可能需要大幅度更動, 例如 「認知差距」 需要多加解釋; 「性質或定理誤用」 需要改用正確的性

質或定理; 「考量情況未完整」 需要補足當初漏掉的情況。 如果只探討證明有誤的情形 (命題正

確), 表示證明書寫的結果看似會符合命題 (但過程有瑕疵), 「筆誤、 計算錯誤」 在此處算是小錯

誤。 但如果是探討命題可能有誤的情形, 當覺得命題錯誤時需在書寫過程提出反例, 那 「筆誤、
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計算錯誤」 就會是很嚴重的錯誤。 因為反例只要一個就能推翻命題, 而筆誤或計算錯誤可能會

產出一個自以為是反例的結果。

三、 結論與建議

本文介紹並分類了不同類型的證明錯誤。 對於讀者或數學教育工作者來說, 了解證明錯誤

類型的好處在於: 在書寫數學證明時更不容易犯錯, 並且可以為大學教師確認學生的證明和設

計教材提供參考。 例如證明確認的學習任務,證明確認即判斷證明的正確性 [17], 給定一個命題

與已經寫好的證明過程,但證明過程正確與否為未知。 任務參與者需在閱讀證明過程後,去進行

判斷, 確認該證明過程是否正確符合證明命題,可否為證明命題之證明 [22]。 如果教師想設計一

個證明確認的學習任務, 並且題材預設是無效證明, 教師就可以從這些錯誤類型介紹中選擇自

己希望出現在試題中的錯誤類別, 然後再設計任務的證明內容。

需特別注意的是, 在使用本文的分類審查證明錯誤時, 讀者需要注意在證明中發生的錯誤

可能包含一種或多種錯誤類型。 例如圖 13 是文獻中一個證明有兩個錯誤的說明:

圖13: 一個證明中出現兩種錯誤類型之例 [30, p.1114]

在圖13之中, 此命題的目標是證明 「函數 f 為 one-to-one」。 第 1 行的 a1 和 a2 出現

時沒有宣告,此例恰能表現出學生對於未宣告變數的錯誤理解,進而導致證明不正確。 如果有宣

告, 其實此例停在第 4 行就可以得證函數 f 為 one-to-one。 但從第 5 行開始的書寫過程, 可

看出學生並不清楚 a1 和 a2 的含意, 反而將數字代入而得到函數 f 不為 one-to-one 的錯誤

結論。 單純由此例看來, 這位學生可能不知道如何證明一個函數是 one-to-one。 因此, 本例中

出現了兩種錯誤類型: 「出現未宣告變數」、 「對定義的誤解」。

本文提供相對於過往文獻較完整分類之證明錯誤類型介紹, 同時兼具宏觀性與微觀性, 在

三大分類之下還細分不同子類型, 希望能提供給讀者更方便地進行錯誤類型說明和文本設計。

表 2 是將緒論中提及過往文獻曾描述之錯誤類型歸類至本文分類,顯示本文之分類考量的確涵

蓋這些文獻之錯誤類型。
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表2: 證明錯誤類型與過往文獻曾提及錯誤對照表

本文分類 許介彥[2]
Selden 與

Inglis 等 [11]
Ko 與 Wheeler 與

Stavrou [24]
Selden [22] Knuth [13] Champion [30]

(一) 迷思概念 整體結構的錯誤

1. 出現未宣告變數 變數混淆使用、 變

數未宣告

2. 以特例做為證明 以特例當成證明 以特例當成證明 以特例當成證明

3. 假設結論正確 證明方向相反 假設結論正確 假設結論正確

4. 特殊的證明架構不清楚 歸納步驟不適用

於基底步驟

充要條件的驗證

沒有雙向證明

5. 對定義的誤解 符號錯誤使用、 對

於one-to-one 的

定義不清楚、 弄

混 one-to-one 與
onto 之定義

對於數學定義的

不瞭解

(二) 推導錯誤 行與行之間的

推論錯誤

行與行之間的推

論錯誤

6. 認知差距 認知差距 解釋不夠清楚

的認知差距

認知差距

7. 性質或定理誤用 對實數性質不理解

8. 考量情況未完整 基底步驟漏掉某

些情況

(三) 其他

9. 無邏輯性推論錯誤 大量錯誤 無法理解的證明

10.筆誤、 計算錯誤 計算錯誤
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值得一提的是, 本文所提供的證明錯誤分類, 僅僅以證明成品來分類, 不一定能完全反映

寫證明作者之想法, 不宜過度推論。 例如遇到可能對應多種類別的錯誤時,其產生原因只有原作

者知道, 需要進一步訪談才能確定真正的原因為何。而對於未來的相關研究方面,今後可進一步

對錯誤分類進行研究,比較不同類型的錯誤,探討面對不同錯誤類型, 學生的表現有無不同? 或

是從學習的角度切入, 對產生不同類型錯誤的學生提出相關的學習建議。
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